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本 书 论述 了 误差 与 数据 处 理 的 基础 一 一 误差 分 布 论 。 
全 书 分 十 六 章 ， 第 一 至 第 五 章 介绍 和 矩阵 与 概率 知识 ， 第 六 
第 七 章 讨 论 正 态 分 布 、 小 子 样 分 布 及 其 它 基本 分 布 ， 第 八 
第 九 章 介 绍 多 元 分 布 及 估计 检验 多 组 误差 分 析 , -第 十 章 讨 
论 最 小 二 乘法 中 的 分 布 ， 第 十 一 第 十 二 章 介绍 和 讨论 非 中 
心 分 布 、Wishart 分 布 、Hotelling 分 布 与 经 验 公式 中 的 
分 布 ， 第 十 三 至 第 十 五 章 研究 粗 差分 布 、 投 影 误差 分 布 及 
威 布尔 分 布 ， 第 十 六 章 介 绍 不 确定 度 ， 书 中 引用 了 最 新 科 
研 威 果 ， 并 尽量 将 理论 与 实际 应 用 结合 起 来 。 

本 书 是 在 作者 为 中 国 科 学 院 研 究 生 院 、 清 华 大 学 等 单 
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误差 与 数据 处 理 对 科学 研究 和 生产 实践 航 为 重要 ， 它 是 
分 析 科 学 实验 和 测量 结果 的 必 不 可 少 的 知识 ， 各 科研 机 构 、 
国民 经 济 各 部 门 和 高 等 院 校对 这 一 学 科 都 极其 重视 ， 目 前 对 
它 的 研究 愈 来 愈 多 。 为 了 深入 掌握 这 一 学 科 ， 必 须 研究 它 的 
基础 一 一 误差 分 布 论 ， 

本 书 介绍 了 概率 基本 概念 后 ， 接 着 介绍 了 数据 处 理 必 需 
的 近代 租 阵 知识 ， 然 后 讨论 了 随机 变量 性 质 和 特征 。 在 此 基 
础 上 ， 详 细 讨 论 了 误差 分 析 中 所 需 用 的 正 态 分 布 、 小 子 样 分 
布 、 两 点 分 布 、 均 匀 分 布 及 反正 驴 分 布 等 基本 分 布 。 为 了 分 
析 大 量 数据 ， 讨 论 了 多 元 分 布 、 估 计 理 论 假设 检验 与 多 组 测 

最 误 益 分 析 以 及 最 小 二 乘法 中 的 分 布 ， 浪 着 讨论 和 研究 了 非 
қабул, Wishart 分 布 、Hotelling 分 布 和 经 验 公 式 中 的 
分 布 。 最 后 仔细 分 析 了 近代 提出 的 粗 差分 布 、 投 XR 2 分 
布 、 威 布尔 分 布 及 其 应 用 。 这 些 都 是 识 益 与 数据 处 理 使 用 和 
研究 中 所 必须 了 解 的 分 布 。 最 后 以 国际 讨论 结果 为 基础 介绍 
了 不 确定 度 的 知识 。 

本 书 引 用 了 最 新 科研 成 果 ， 全 书 既 有 理论 ， 也 有 它们 的 
应 用 ， 它 不 但 是 学 习 误差 与 数据 处 理 所 必 须知 道 的 内 容 ， 也 
是 深入 研究 误差 与 数据 处 理 所 必须 了 解 的 基础 理论 ，。 

本 书 是 在 多 次 讲课 的 讲稿 基础 上 修改 而 成 的 , + W А 
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第 一 章 概率 概念 


第 一 节 ”概率 定义 


一 、 概 率 的 古典 定义 
若 实验 时 ， 有 且 只 有 几 个 可 能 发 生 的 情况 ， 并 且 每 个 情 
况 都 是 等 可 能 的 ， 其 中 恰 及 个 情况 具有 性 质 E， 则 出 
现 的 概率 
P(E)=— | ал) 


81 箱 中 有 20 个 球 ， 其 中 12 个 为 白 球 ，8 个 为 黑 球 ， 
称 摸 出 白 球 的 事件 为 E, REH AREK РСВ). 

表明 可 能 结果 有 20 个 ， 导 致 白 球 出 现 的 
结果 有 12 个 ， 


加 法 性 质 Ж.А, A, oce, AS 是 m 个 两 两 互 不 相 容 
( 即 任 两 个 不 能 同时 出 现 ) 的 事件 ， 则 至 少 一 个 4 出 现 澡 
概率 
Р(А + A Ag 
=P(A,.)+P(A)+--+P(A,) (1.2) 
RAHA ЖА, А, =, An E n R R3B w B Gf 
件 (С—зи {ЕШ Bl 25 TRE RC ИЫН), MU 4,0) 
时 出 现 的 概率 


P(A Ar Аъ) =Р(А)Р(А,)--- РОА) (1.3) 

例 ? 数字 舍 入 时 ， 以 末 位 1 为 单位 ， 当 昆 数 小 于 0.5 
时 舍 去 ， 大 于 0.5 时 进 1， 等 于 0.5 时 视 末 位 为 奇 则 3Ë 1, 
为 偶 则 舍 去 ， 求 末 位 为 奇 的 概率 。 

未 位 全 部 可 能 出 现 数 字 为 0，1，23，3，4，5，6，7?7， 
54，9， 它 们 两 两 互 不 相 容 ， 末 位 为 奇 即 末 位 为 1，3，5，?7， 
9 中 任 一 数 ， 由 加 法 性 质 

已 ( 末 位 为 奇 ) 一 已 ( 末 位 为 1 ) 十 已 ( 末 位 为 3 ) 

十 … 十 书 ( 末 位 为 9 ) 
1 1 


1 1 + 
一 10+10+10+10+10 


2 
Из ”服从 正 者 分 布 的 偶然 误差 6， 其 161<30 的 概率 
20.9973 (c 为 标准 差 ) ， 若 独立 W Pj 次， 得 6 及 9， 求 
两 次 161 皆 不 超过 3c ИЖС. 
БК ЕЧ 3c， 即 16,| 与 16:| 同 时 不 超 过 30, HUS 


法 性 质 ， 此 概率 为 
P(|à,| 30)P(|ó,| « 30) =0.9973 x 0.9973 
一 0.9946 
二 、 概 率 与 频率 


在 相同 条 件 下 ， 对 同一 实验 的 几 次 测量 中 ， 可 能 出 现 的 
事件 > 2 A, B, e. EUR 4 出 现 的 次 数 是 m，m 


与 总 实验 次 数 # ZERIE nk Eeh 4 出 现 的 频率 . pit 
п 


着 次 数 4 的 增加 ， 忆 将 趋 于 稳定 ， 所 稳定 到 的 常数 ， 叫 做 理 
Dur > 


论 频率 ， 我 们 把 这 个 理论 频率 作为 在 给 定 条 件 下 事件 4 出 
现 的 概率 。 


а 投 钱币 时 ， 出 现 正面 的 频率 稳定 在 二 ， 如 蒲 丰 


(Buffon) 投 过 4040 次 ， 得 2048 次 正面 ， 其 频率 为 2048/4040 
=0.5069, ЖҰ АЖ (Pearson) 投 过 24000 次 ， 得 12012 次 正 
面 ， 其 频率 为 12012/24000 一 0.5005， 故 可 认为 出 现 正面 的 


тж». 
М5 ”测量 某 长 度 时 ， 认 为 仅 有 正 态 分 布 的 偶然 误差， 


而 一 次 测量 中 ， 误 差 可 能 为 正 ， 也 可 能 为 负 。 但 在 大 量 的 重 
复 测 量 中 ， 随 着 测量 次 数 的 增加 ， 正 误差 与 负 误差 出 现 的 频 


素 部 稳定 到 去 ， 因 此 ， 出 现 正 误差 这 一 事件 4 或 出 现 负 误 
差 这 一 事件 也 的 т ж, 


三 、 概 X 场 


在 实验 中 一 定 发 生 的 事件 叫 必 然 事 件 ， 在 实验 中 不 会 发 
生 的 事件 叫 不 可 能 事件 。 

我 们 约定 : | 

4B( 也 写作 АПВ). ЖШ {БА 与 事件 8 同时 出 现 的 事件 : 

А+В( Se AUB): REH A doi B rh 至少 有 一 
个 出 现 的 事件 ; 

А. ЗФА 不 出 现 的 事件 CA И), 

9:， 表 必然 事件 ， 显 然 P(Q)=1 

四， 表 不 可 能 事件 ， 显 然 P(@) 一 0。 

按 概率 场 定义 的 概率 如 下 ， 


1. 由 基本 事件 的 全 体 组 成 基本 空间 台 . 
2. Qui Ecf nid CHO PF, Wm 
(1) QEF, & 
(2) # A.€F, т) ЕЕ; 
(3: = AEF, m AEF. 
3, 定义 在 六 上 的 一 个 非 负 集合 函 数 P(4)， 满 足 
(1) 0<P(°(4)<1, 4 AEF nj, 
(2) P(Q)zi; ` 
(3) AEF, AA, xj), М 
P(UA,)= > Pi Aa) 
称 P(A4) 为 事件 4 的 概率 。 


第 二 节 ” 角 率 基本 运算 


设 如 是 具有 正 概 率 的 事件 ， 那 么 对 于 事件 4， 我 们 把 


P(AIB)= қаз- | (1.4) 


称 为 在 事件 召 发 生 的 条 件 下 事件 4 发 生 的 概率 ， 或 称 为 事 
件 4 对 于 事件 如 的 条 件 概率 ， 

如 在 相同 条 件 下 进行 了 几 次 实验 。 设 所 得 实验 结果 中 ， 
事件 8 出 现 了 m 次 ， 在 这 m 次 中 ， 事 件 4 出 现 了 kK, 


那么 积 事件 АВ 的 概率 为 科 ， 事 件 刀 的 概率 为 到， 在 事件 B 


Ын 


k /m P(AB) 
/= P(B) 


РАВ 一 二 一 全 
从 而 成 立 式 (1.4)。 


492% 


若 关系 式 
P(A|B)- P(A) 
у, ЖЕНЕВ" ЭРКИ E PE АШ 
现 的 概率 ， 即 和 4 与 是 互相 独立 的 ， 此 时 ， 由 式 (1.4) 可 得 
Р( АВу=Р( АУР( B) (1.5) 
жън А, А, Ut An, 则 
Р(4,.4,%“Аһ)--Р(.4,)Р(.4,|.4,) 


Ps | A Ae 41) (1.6) 
其 中 P( Aml A Ar Аа) А, Arn +, А НЕННЯ 
件 下 Am 出 现 的 概率 。 
我 们 再 及 多 个 事件 和 的 概率 局。 


对 任意 两 事件 A, 4, H 
A+ Am Ad 4,4, 


A C454.) 
故 
P(A; - 4,) 5 PCA) +Р(4,4,) 
但 
A,= A.A,+ АА, 
(A.A.)X 4,4,)--Ф 
EA 1 
Р(А„)=Р( A, A,) - P( А, 4) 
于 是 
P(A+A,)=P(A)+P(A)—P(AAs) (1.7) 
推广 至 任意 m 个 事件 А, A, e, As, 有 
P(A 4 A4 AR) 
m$,—$,H-S,—S,---( —1)** S, (1.8) 
其 中 


S'= PA) 


为 单个 事件 出 现 概 率 和 ， 
S, 3 Р(.44.4;) 


i<j 
为 任 二 个 事件 同时 出 现 概率 和 ， 
5,= у, Р(А,А,А») 


4<3<% 
为 任 三 个 事件 同时 出 现 概率 和 
HARABE (Benferroni) 不等式 
S$S,—S,+---—S,,<P(A,+ A,+ ++ + Аһ) 
X«S,—S, Su 5, (1.9) 
特别 
S, —S,«P(A, +4, + e Aa) SS, (1, 10) 
下 面 讨论 实 验 后 计算 概率 的 贝 叶 斯 CBayes) А R. 
贝 叶 斯 公式 ， 设 事件 B НИЯ 53 383 GE dp A, 
А„ oc, An 之 一 同时 发 生 ， 则 


P(A,B)— P(AQP(CB| 4) 


ЗЛР(САР(В\ А) чш) 
і 


因此 
Р(В)Р(А‹|В)=Р(А,)Р(В|А,) 


Въ BA, BA; + ВА 
РВ) - Р(ВА) 4-P(BA,) - P(BA,) 


-YlPA,) - 
4 


= P(A,)P(B| A) 
3 


PLA) e РСА) 


= С4ОР(В|4,)__ 
Y PCA)PCB| AD) 


Я 有 1 号 2 号 两 台 炮 ， 它 们 向 同一 目标 发 射 ЖІБІ 
号 炮 射 9 次 时 间 内 ， 2 号 炮 射 10 次 ， 又 1 号 炮 平均 10 发 中 8 
发 ， 2 号 侈 平均 10 发 中 7 发 。 在 一 次 试 射 中 有 一 发 雹 命中 目 
标 ， 但 不 知 是 那 一 台 炮 发 射 的 ， 问 由 2 号 雹 发 射 的 概率 是 多 
> 
UAR 号 雹 发 射 事件 ， 根 据 两 台 炮 在 同时 间 内 发 Я 
的 次 数 ， 可 取 
P(A,)20.9P(A) 
хи В шта, 
: Р(В\А,)=0.8 
P(BIA,)=0.7 
由 贝 叶 斯 公式 ， 所 求 概率 为 
КЕШЕЛІ УЙ 
Р(А,)Р(ВТ.А.) +Р(А,)Р(ВІ.А,). 
кел P(A,) x0.7 
0.9P( А,)х0.8--Р(А,) x 0.7 
20.493 


P(A, B)— 


第 二 意 ж F 


第 一 节 矩阵 概念 


和 矩阵 是 由 多 个 数 排 成 的 一 个 表 。 在 误差 分 析 中 ， 我 们 经 
常 要 分 析 多 个 误差 ， 这 就 需要 甜 阵 。 在 近代 自然 科学 和 社会 
科学 中 ， 和 矩阵 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

nxm 个 数 cs 排 成 的 矩形 表 


G, аз + ањ } 
G Ge ` (4; 
On Ga * Gss 


ЖЖЖ, із А (аз) = (ас) ат, nm 称 为 4 BIET, ай 
为 4 的 元 素 。 短 阵 的 横 排 称 为 行 ， 纵 排 称 为 列 . 需 表 明 阶 
时 ， 和 矩阵 4 写成 4. 
n=m еж №. ЖОМ, ац, Go, “ап АЯ 
方 阵 的 主 对 角 元 素 ， 主 对 角 元 素 的 连 线 称 为 主 对 角 线 。 
m=1 的 矩阵 称 为 列 向 量 ， 如 列 向 量 


LEE 
d 
re 


n=1 的 矩阵 称 为 行 向 量 ， 如 行 向 量 
А=(ж, %, >, хе) 


Ж ЛЕНЫ, ARERR ADRESA, HHB 


` lim u 


G, а, 
е Gi G + Gmm 


Gs, Gs Onm 
G 4, Gn, | 
= | ^ Es T: | = (ви) mn 
如 列 向 量 的 转 置 为 行 向 量 ， 即 
(0X Й 
X; 


=(х, Xr, * Xa) 


X» 


主 对 角 线 一 侧 元 素 全 为 0 (其 余 元 素 不 为 0 或 不 全 为 0) 
的 方 阵 称 为 三 角 阵 。 下 侧 元 素 全 为 0 的 称 为 上 三 角 阵 ， 如 


а, 4, du 

| 0 2, Gs | 
0 0 Gss 

革 侧 元 素 全 为 0 的 称 为 下 三 角 泗 ， 如 
а, 0 ü 

| = 3 0 | 
Gs Gs (зҙ 


04270 的 兰 角 阵 称 为 正 线 三 角 阵 . 
所 有 非 0 元素 都 分 布 在 主 对 角 线 带宽 内 的 方 阵 称 为 带 状 
ж, in 


其 左面 半 带 宽 为 (па, as 为 2 个 )， 右 面 半 带宽 为 3( 最 
ЖЖ аз, Gs, а, 43). 
除 主 对 角 元 素 外 ， 其 余 元 案 均 为 0 的 方 阵 称 为 对 角 阵 ， 


即 
d, 
| ° i =diag(d,,d,, - ,d,) 
0 а, 
主 对 角 线 元 素 入 为 1 的 对 角 阵 称 为 单位 阵 ， 即 
0 
0 1 


为 简洁 起 见 ， 对 角 阵 与 单位 阵 中 主 对 角 线 外 的 0 亦 可 不 写 。 
ITERA OKEE, KAPERE, 1090. 
Желтки, HAZLER, № 


лжан 
. ю - 


第 ; 行 元 素 为 1 ， 其 余 元 素 为 0 的 列 向 量 称 为 顺 列 向 量 


Ta, BH К 


0 


第 二 节 方 阵 的 行列 式 


方 阵 4 的 行列 式 是 由 4 所 定义 的 一 个 数 ， 记 为 det4 或 
1.41. 
іхін (а) тя Ха, № 
det(a)=a 
将 nxn 阶 方 阵 A ОК Жл Л hi fq j 2121 
去 ， 余 下 的 (n 一 1) x (n 一 1) 阶 方 阵 记 为 M， 称 
Аз (—1)**!detM 


为 4 中 元 素 as 的 代数 余子 式 。 
ХЕ 4 的 行列 式 定义 为 
Че A=a Ant 92A1s+ -* 010415 (2.1) 
于 是 
а, аз | 
| 701033 — 0140 
@ Gn 


- H` 


| 4, 4% аз 
| O5 05 Os 
аз ds) Gss 
[9 Gss а, du On Чы | 
ша) — 4% + аз 
| Яҙ, Gss Gs Gss Gs Gs 
FARRA ATTE, 
性 质 1 detA4-detA', 
性 质 2? ”车 4 的 某 行 《或 列 ) 元 素 全 为 0 , 则 det 4=0. 
性 质 3 ”行列 式 任 一 行 〈 或 列 》 各 元 素 均 乘 以 c， 则 行 
ЯО а, 
性 质 4 EI Я 元 素 为 二 项 之 和 ， 则 行列 式 可 分 
为 二 行列 式 之 和 。 
ERS ЖЕН (ӨО) 元 素 同 乘 一 数 加 到 5 — £i (或 
JD ғ, FARRE, 
性 质 6 МЕЙН (Я), FARES. 
ER? 0 RAD 相同 的 行列 式 为 零 。 
性 质 8 三 角 阵 的 行列 式 等 于 主 对 角 元 素 之 积 ， 即 


[um а 4) Gin 
ал42, 0 : | ` а: Gos 
det } == дег | 
аш “w 4 "Y 0 алп 
一 QQ Onn (2.2) 
于 是 
АШ ) 
det | | | тайға, (2,3) 
| 
! 


+ 12- 


det 一] (2.4) 


性 质 9 


Уи, Аве Чек А, 3 ih 


m 


(2.5) 
=0, —MdixXk 


Уа; Ань = det A, M j=k 


fet 


(2.6) 


—, 


--0, ЕЗБЕ ІЗ ! 


性 质 10( 拉 伯 拉 斯 定理 ) 在 行列 式 !A4| 中 任 选 k 行 ， 则 
含 于 此 8 行 中 所 有 名 阶 子 式 与 其 代数 余子 式 筠 积 之 和 为 
1.41. 

所 谓 & 阶 子 式 及 其 代数 余子 式 意义 为 ,由 4 中 任 选 第 
#45, Bn, ЖОЛТАЙ ПЖ, RhA, o, Bj 
Я, ШИНА ТН АУ ӨНЕ R Br $ç 9 = M 
RIA RUPTA, 又 在 АЖ R $f k ЯЛАН RN 
mp M МАТА, ТС) ен net À NUM BS 
代数 余子 式 。 

如 

Gu Giz Qis б, 
zı d» Gss 03, 
азу Os; Gss Gs, | 


Ga Ga 043 Ga | 


а: dq в; Gi, |" вы! "а, аз | 

e= | 
E as | 148 Gu Gs: | | @ а,, | 
218 - 


mE —  —— — ——— P 


а 0, | Gs а, | | а, Gig аи 4,4! 
ті 
Gs, аз, 9, Gss Gs Gs | | Ou Gai 
(а, а, а, az; | | а, Gy 91 d» 
| | 一 | 
| os。 Gs, Ga 44 E Gs, Ga Ga 


第 三 节 € Be je 3 


一 、 相 等 及 最 简 运 算 
相等 ЖА, Вий, MJ AB H aub. 
加 法 ЖА, BAB, MJ A+ B= (asb), 
减法 ЖА, BAB, 则 А-В--(а,-65)), 
数 积 一 个 数 a 与 4 乘 为 a A= Aa= (aas), 
LR 


ае 


COGO) 


1 3 2 €6 
M a d ard 
Ж 法 
两 矩阵 相 乘 指 
А В-С--(с,;) 


"ppm nm 


“м. 


> y , 
5 аф», > Gaby; ` Уә 
Г bi per] 
, ПШ р 
Я > aby, $5 Gaby) c >: аът 
в rr к! 
? ЕД ЕД 
Bombn Уан > Уат 
k=) kel в”! 
%: 
(1, 2) ( А ) =1x3+2x4=11 
4 
410 
27) — 13 (5 
210 201 t 95 
` 181 
Ф. 444.” Ра Pas ° 
b Ga dg ° Во Das * 
Da а»: Gs “ Poln, Palm * 
b 
Gi Gr * б» 
b. 
| 4, Gs ° Ozn | : 
. 4. . i: 
Gabi аф» c Фар, 
| дер: йр; ` (аж)! | 


. . . . 


+ 15* 


由 和 矩阵 相等 及 乘法 定义 ， 我 们 能 将 线性 方程 组 
ui +азх + += А 


ах а, а 十 十 anxa 一 人 


Gg, Xy + биз + 十 Gaaxa 一 ja 


写成 矩阵 形式 


Gu Gs * б ж 
83; Ga co Gos | ха | ж L 
/ Ë 


йы Gas * Can X» 


Bp 
AX=L 
w. э! 
对 两 列 向 量 
x y 
«n = 
Xs ` Yn 
称 
E e ХҮ 
4! 


x X, Y ei, BAK, Y). 
(X, У)=0, WR X, Y EZ. ij ХІУ. 


我 们 称 


хе, в. 


416” 


moo dE 
对 方 阵 4, ж 
AB=BA=1 
ИЖ B Ж Ай, 1 Bo. 


ARUS ERER E, AA A 8 
1-41 420. 


由 . 
а H ba » bin | 1 0 | 
| а; Gnn bmi © ban | 0 1 
[4 
0 
0 
ди ° Gin b, * . 
( $^ x. | . }- 1 | 下 第 j 行 (2.7) 
Gy ` Gnn bag 1 
0 
0 


жне j 列 可 由 上 式 解 出 ， 此 时 右 端 为 顺 列 向 E Los. 
A7 亦 可 由 下 式 算出 


f 


Anm A (2.8) 


其 中 4, ЖА, 代数 余子 式 ， 这 因 


141 


(ы 


MA 40,97 =, 同样 知 - (Ay) Aml, жж 
ГА РД 


4 = T (44), 
例 3 


р i 4-3 л; 
( $ 4 ) ШЫ, -2 1 ) 
3 4 

-2 1 
іш: зға. | 
== 一 3 г) | i -і 
四 、 初 等 变换 与 初等 矩阵 


下 面 对 短 阵 的 亚 种 演变 ， 统 称 初等 变换 ， 
(I) MERR ako жнр р ОЯ) D 


B- 


(1) 把 矩阵 的 第 i 行 《 列 的 4 倍加 于 第 j 行 ( 列 )， 

(1) көжені, 第 7 两 行 ( 列 )。 

下 面 三 种 方 阵 统称 初等 短 降 ; 

(1) MERR ажо ERIKA (2) 0 Өн 
1 


Ока) 一 a 


1 
(D) 把 I 的 第 i 行 ( 列 ) 的 4 倍加 于 第 j 行 ( 列 )， 而 得 


的 矩阵 


1 
1 < i fT 
Ен(и)= Š 
u 1 <- 第 7 行 
1 
| ] 
1 H 
Ей (в) = е 
1 
1 
个 个 
i j 
p я 


* 19. 


CHO 互 换 ] 的 第 i， 第 j 两 行 ( 列 ) 而 得 的 矩阵 


f ' 
| 9 1 Big 
C2 | 
1.0 < 第 j 行 
1 

E i 

1 J 

Я] Я 

Ж 


对 和 矩阵 .4 的 行 ( 列 ) 作 初等 变换 ， 恰 等 于 用 同 
l= 去 左 ( 右 ) 生 A, 


100 1 2 1 2 
\ 一 
| 

ЕАН, ИНН, 


事实 上 ， 将 ( 工 ) 种 初等 矩阵 中 RUE, (DARSA 


TERR 2 


Кри в, (ПО SABES, HQ. 
йз ( 政 ) 种 初等 变换 可 由 ( 工 )、( 工 ) 种 表示 。 
此 因 Cu=D(—1)E, (—1)E/(1)E¿(—1) 
性 质 4 ” 非 异 方 阵 可 表 为 初等 矩阵 之 积 。 


х.ж 算 g 


1. A+B=B+A, (А+В)+С=А+(В+С) 
2. (а+В)А=аА+ВА, «(А+В)=аА+аВ 
. 20 . 


3. (AB)C— A(BC), a( AB)—(aA)B 
4. (4+В)С=АС+ВС, А(В+С)=АВ+ AC 
证 今 证 (4+B)C= AC-- BC, ЕН 


? , , 
(#)a=) 1 (аьа) сь Y, Ga ck Y birg 
k=] k=l 


PLI 
=(#)u 
5. А[=1А=А 
6. (ABy=B'A', (A+B)'=A'+B',(A')’=h, 
(aA)! -aA' 


证 今 证 (AB)'S-B'A', 9 (ABY zifz j? Ж 
Я Залы, 又 4 之 1 行 了 列 元 素 为 ZO’ ua! m Ebay 


= Хапи (АВ) “之 i 行 7 列 元 素 相 同 。 


7 (47074, (AB)! =B >A, I'e], (471), = 
CA)": 

证 BLAA. =A 4=1, WA AAE, 405 АЗА, 
0471) = A, ` 

又 因 4B(B- А!) = A4"! =], (BA) AB ВВ = Г, 
(АВ) '— B^ 47, 

由 对 角 阵 之 道 ， 知 三 一 工 

HA (AY S CA AY =], (A1) A! (4472) I, 
ЖАРУ (АЗУ, 

8. 通常 不 成 立 4B==BA. 

例 4 当 


«1» n] 


ABTI, ІЕВАЖЯҒ , Хз 


—(_| » iet ) 
则 
ав (С) 
sza X D д) 


HB АВ 与 BAKTIR, {НЫ Н], ЕЖ К AX 
AB=BA, 

由 例 又 可 见 两 非 零 阵 之 积 可 为 零 阵 。 但 又 有 

性 质 1 ЖАВС=0 且 4，C 为 非 异 方 阵 ， 则 万 一 6。 

证 XABCee90PDEICSEAU, ARCU, B. 

性 质 2 #4740, 1.40, 


证 A= (04), MA AW ЖЧ АЛЖУУ aso, 


A Bay, 
9. 下 三 角 降 、 上 三 角 阵 、 对 角 阵 各 KM Ж, l 
TA. МУЖ. НЕЕМАЛЖ»ЖА МЕНӘ ШАРЖ zt; | 
Kz. RR, m. М. 
10. det(4^')e(detA)"! 
11. 柯 西 公式 中 
0 LL 
| ИНО! dines 


IV U|= 
[seu tn e [e " ж), Шт>п 


其 中 eus И ФВ р, ,pn 行 作成 的 行列 式 ， 


Ae [ AVERE ш, pa ИЕМИН, ДЖ 
15*** ln t ‹в› 
对 所 有 可 能 的 44,… ha ЖЖ, 
例 5 
i^ Xn x Yi 
Uu ж. ха у] | 
| ху % % | ШЕЛІ [5 РА 
-| | 十 | 8 
ENTRE Xy || ys 


= 5 (хуу хи)" 
«1 


Я 6 3inmi 
1 
| ба Gn * Gai аці O12 * (іт 
|| oa axa а, dg а 
VR | 12 Gs: * Ga 21 05 * (ҙт 
am Ado KG vw 


Gim Gim * Gnm Ga) On; Anm 


Gu Gi * (біт || бы G+ 0mi 
ау Gs * (т || 41; Gs * Om 


Om; Ат)" Gmm || Cim Om ` Imm 
| 
а tiz taim 
Gs аз азт 
+ 


Әсте m «102 * Gne um 


- 23 - 


jën Озу “таға |. 


Oi 032° Gom+1)2 


Gim Osm * Om om 


十 … 
因 A 为 4 转 置 ， 故 右 端 每 项 中 两 因子 相等 ， 于 是 
14 A|- Z MZ 


= АВЕ т {тЇ М» 的 平方 和 
利用 本 节 所 述 ， 可 以 求解 线性 方程 组 。 
例 7 求解 
人 


3x4 + 4х,=11 


TR 


Loca d 


f 7-7 да S аш 


第 四 节 B REX 


为 充分 利用 各 部 分 性 质 ， 对 高 阶 阵 可 用 纵横 线 将 其 分 为 
著 干 低 阶 阵 ,“ 如 


ац ! di, di, 

eeu и D, D; 
D=| а, H dz dzs =( 

йз | йз» dg, Du Ds 


т Didi, Di (dy, аһ) 


dy, а, 
Due „Dam 
d ( ds, ) x ( 4, 
短 阵 分 块 后 可 以 进行 运算 。 


一 、 加 法 与 乘法 


ЖАИС, ОНА (С, Пу 同 阶 ) ， 则 可 分 
Яп. in 


C, Ca D, Da 
с-( ) D=( ) 
Ci Ca D, Dya 
м 
C;-D, С,+0р,, 
C+ D- 
CatDa C,+D,, 
着 两 可 乘 阵 C， 刀 可 分 为 
Cu Са °. Cin D, Б, 3 Dy, 
clo o \ ^ р, - a) 
Cei [m Y Cas D,, D. 5 D. 
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Сов SET D, 941 (ізе1,--,т;1--1,--,п; k=l, e,t), 
则 可 由 分 块 乘 得 | 
0, 9, 2 0, 
CD= Un Un % 0, 
Um Un; Um 
其 中 Do 一 CD “САО, 
下 面 列 出 一 些 分 块 乘法 结果 。 
Amp Врп АВ 
M pa m m 
я я 5» » ! 
(s E y (^ 5) рії |AuBu- АВ жеді 
Ац An ‘те | `В Ва” рї Бер AanByi + АВ. 
4 (В B) (4B, АВ) 
p NOE AB. 
B 
a) (Cas) 
Pi р 
я я B 并 
р 
(ал A) ( > J (AB + АВ) 
4 || AB, АВ 
» (В, B) ( В, " 9) 


( En AB, AB; 
————M———MM—Ó— 
B 


“( 


М 


із 


(алд )-GX) 4) ( DUUM 
| 


= = 


3 
—1 
(аҚ нож (—2,2)( ӘКЕ 


) 


二 、 转 置 与 一 些 阵 


3 1 
15 11 14 


1 8 4 


分 块 阵 之 转 置 为 
РО, P? R 


" s) lg >) 


准 对 角 阵 指 
若 两 准 对 角 阵 同样 分 块 为 


А.В, 
若 4 可 求 着 ， 则 
А, "E 
| Ë | | ü | 
Аһ AS 
三 角 块 阵 之 行列 式 
А, Au - Air An 
3 Аһ ` As = det 4, An 0 
et 
0 S а 
Arr Ал Аһ 4 


z-det. 4 det A;,--- det A,, 
кай № 

3 Au As — 4,4 41 为 非 异 方 阵 时 
Б А, | An + An! A, (4—44 An) udi 
An А» —(An— ААА) A, Ar 

— Ait Áo (4—4. АА) 

(2.9) 
CA, — ААА.) 


3 An Au ААА, ЖЕ ERE 
"e 28°. 


ЕТ As (Ant A.A; An) 
А. An — Aii An (Аа dii An) 


idu Aaa Aiii Aa) Audi? 
EAR Au, Aa 为 非 异 方 阵 ， 上 两 式 右 端 对 应 块 阵 相 


~ (An Ai Au Ahi) Audi 
(2.10) 


特别 有 
[ ^ Ене Ar — Ан А.А 
| | - (2.11) 
10 А, ET 
dr бк e РДЕ, ше! 
A 8.., lead d —FE^ 
2 2.12 
e p) V. ou on ЕЗ! ) ( ) 
HHA, Ой, B 
E-D—B'A^B 
Е= А-'В 
且 
(А+ ВС') = A! — A B(14-C! A'B) C'AS 
(2.13) 
> 7 bs | 
(AUPS ean UD Ul ew 


АИЖК. 
当 矩 阵 含 许多 零 元 素 时 ， 分 块 运算 方便 ， 如 求 A, B 之 
积 ， 而 
. 29 - 


м 


Ж 1i | i | 
= І = 
m VY p 
ЖЕ 
EET 
(1 
Е 
делі В, 
p= SEES 
+ 89) ` 
рр, 
|21 
(aJ 
p 
A В А,В, P 
ав А, |(*)- AB, =|, 
à А‘ В A.B, p. 


第 五 节 48 BE fE Mr 


—. GE SH STR 
d ERE A o zio, 为 单 变量 x 的 函数 ， 则 4 的 导数 与 积 


- 30 - 


分 仍 为 一 个 矩阵 ， 它 们 的 元 过 为 


GE [7] E (jtm [аах 


二 、， 行 向 量 对 列 向 量 导数 


若 
X, 
| \ 
= х, \ А 
Х=| А V’ = (01,0, :,0а) 
ү. 5) 
Y, 
Ногу X Cpu. 
RMEL 
в до, до, 
9х Әх, 8x, 
і до, до до 
у’ 1 99% „с^: 
Ax 9х, 0x, 9х, 
i 
i 
| до, доз 8v» 
ГТЗ àx, Ox, 


` 31. 


运算 律 : 
д > 
1; ox Х)=2Х 
证 H 
X'X= Xx: 
8 8 
эх (ХХ) = gy (2xi) 


= Je 
2x, 
2029 (ира 9” 
2 3y V Vy=2(Sx)/ 
证 B 
иь Брі 
дә, до, 
К 20, Әх, +. +20, 8». 
&em4 
дә, до, 
22, 十 … 十 2vn x 
9v, до, 
дх, x, 7i - 
2o ' 
=? =(3x) 
әд, ә, /\ , 
óx, Әх, 2 
8 r 
ES ым 


Ox, 
Ox, 
x, 

x, 


2 


әх, 
8x, 


Ox, 


4. gx OCA) A, 其 中 -为 常量 阵 。 

证 

-9 (А A= ;8 х EE 

ax ( )= ах (an HeH OX," „ай 


TX) 


5. ax (C AX)=2AX, 其 中 4 为 常量 对 称 阵 。 
8 T ae 

6. эхС=0, HPCE RANAR. 

7. ax (С”Х)=С, 其 中 C 为 常量 列 向 量 。 
д УЛ A _ ӘУ” aw' 

8. чу EM eost ay 


9. ax O7O0- (9 )C， 其 中 C 为 常量 隆 ， 


ю. ax (VW) eer Gy 


n. gy ОСУ) =2 (ҮСУ, sop С 为 常量 对 称 
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12. gy (X7CV)=2CV, Rip CH sts side. 


三 、 列 向 量 对 行 向 量 的 导数 


ж 
Ui ' 
Y=| | X -| 
РА xa 
ШЖХ 
Әл , Әл 
Ox, дха 
ЧҮ _ 
dX ` 
ду, ду» 
дх дл 


mays 一 维 列 向 量 y， 则 


4? жет er We 


显然 
-(%) , r4 x-( ar) 


dC j 
ІІІ 


ах _ 
E dou 


| d dY | 42 
3. ax (Y+Z) = coop pe 


d š 是 
4. dx (00-6 其 中 C 为 常量 阵 。 


5. qi (Cc -9 ， 其 中 C 为 常量 阵 ， 


d FEM 7 ГА 
6. aç Z-Y'4 2 52 t 
7; dy (Y! AY ) -2Y' A m 其 中 4 为 常 
阵 ， 了 为 px1 阶 阵 。 


四 、 二 阶 导数 
Хи, т 


|| 


вужче, АЕ 


9х; 
[ә] м әу 
} Ox? Әх,Әх, дх,дх, 
, bv e әу 
әз i дх.дх, Әх? 0x,0x, 


ES 
ar d әр ә df 
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对 称 


1. in (С” xa 0, нр (X C) 一 0， 其 中 C 为 常 
量 列 向 量 
8° , = 


з. Br(X'4X) 一 24， 其 中 4 为 常量 对 称 了 


д: гуу И" 
4. эү (V Х)= эу, RV 5XxX. 


第 六 节 ЖЕМ ЖТА 


矩阵 4 中 不 等 于 零 的 子 行列 式 的 最 大 阶 数 ， 称 为 4 的 牧 ， 
记 为 R(A) 或 rk( A). 
方 阵 4 主 对 角 元 素 之 和 ， 称 为 4 的 迹 ， 记 为 tr(4)。 
例 1 
1111 
а 1211 | 
1111 
因 4 的 所 有 三 阶 行列 式 为 零 ， 但 
11; 
| | =0 
£ 3 
ОР(А)--2, 
例 2 


- 36 - 


方 隆 的 秩 等 于 其 阶 的， 称 为 满 秩 方 阵 ， 或 简称 满 秩 阵 。 
显然 ， 满 秩 方 阵 为 非 异 方 阵 ， 非 异 方 阵 为 满 秩 方 阵 。 
行 大 于 或 等 于 列 的 矩阵 ， 称 为 高 阵 。 秩 等 于 列 的 高 阵 ， 


称 为 列 满 秩 高 阵 。 
列 大 于 或 等 于 行 的 矩阵 ， 称 为 低 阵 。 秩 等 于 行 的 低 阵 ， 
称 为 行 满 秩 低 阵 。 | 
例 3 NEM 
1 2 
А= 
( 3 4 ) 


Ж|.4|---25%0, k RCA) -255A 的 阶 相同 ， 故 4 为 满 秩 方 
№. 
Я 4 对 高 阵 
1 4 


e: 5) 


因 R(4)=2 与 4 的 列 数 相同 ， 故 4 为 列 满 秩 高 了 。 
下 面 讨论 蚀 阵 秩 和 迹 的 性 质 . 
性 质 1 洛 A 的 区 为 r， 则 存在 r 个 线性 独立 的 得 到) 
向 最， 其余 行列 ) 可 由 它们 线性 组 合 表 未 ， 
性 质 2 RCAB) &min(R(A), А(В)) 
证 WE АВ=С, WOWWiG 


(са,: са) aba, t, Zanbis) 


一 aa(b ,bin) 十 … 十 att(Br * „би 
即 4B 线 性 独立 行 数 小 于 或 等 于 已 线性 独立 的 行 数 。 NOM 
Ke 


Cis ац аш 
CHOC 
“mi 


Cmj аты 

HD АВ 线性 独立 列 数 小 于 或 等 于 А 线性 独立 列 数 ， 于 是 得 
证 。 

BEER 3 当 .4 为 非 异 方 阵 ， 则 

R(AB)-R(BA)-R(B) 

证 d АВ=Р, m R(P)&R(B), X B=A-'P, # R 
(BR(P)， 结 合 两 式 得 证 。 

BEA МИЛЯ, И 
- te(V ^V )etr(VV^)-Xvl 

性 质 5 #(АВ)=н(ВА) 

dE Ат, Вт, WE 


ҥ(АВу= Y! Уланы Y] Уон (ВА), Е. 


fml ӛзі 141 k=l 


性 质 6 tr(aA)=atr(A)， 其 中 a 为 数 。 
性 质 7 tr( A+ B)=tr(.A)+tr(B) 
ЕЖ 8 R(A A) - RCA) 
-证 ЖАҒА-С, ША А = ХММ, 46 mit 


子 行列 式 < mm 时 Mnw 作 0) , 

A'4 的 p 阶 主子 阵 ! ( 行 序号 同 列 序号 ) 由 4 的 pp 行 及 4 
的 相应 p 列 代替 C=A 4 右 端 4 及 4A 作成。 由 柚 西 公式 可 求 C 
的 p 阶 主子 式 M;, 设 R(A)=r, 则 p>>r 时 M3 二 0， 当 pr 时， 
由 |4’A| 二 M3 可 见 以 ;之 0 上 且 定 有 大 于 0 者 ， 故 从 CC 的 主子 
ЗЕ R(C)=R (A), BAS XS К(С)>К (4). В 
R(O)R(A), fü. 


38. 


性 质 9 МЕС, ЖЕНЕ H, G, 


Ну)» ЯЛЫ, 
证 将 G 按 行 向 量 g: 写 为 
gi 
і 
9n 
则 有 r 个 gs 可 形成 非 异 方 阵 ， 可 设 为 前 ?个 ， 作 


0 
r(m-r) 
ан СЖЖ) 
(n-ron-r) 
Widet(G,H) BB RN ж, BHARRA 
(9, 
tul. 
g | 
3:2, В(С,Н)ЖЗЕЯ МЕ. 
性 质 10 DELLI С, 有 列 满 秩 高 阵 КЕ N 


т(т-т) 
&K'G=I, N'G-0, 
证 ”对 G 配 妃 使 (C ,五 ) 为 非 异 方 阵 ， 令 


K 
«ын с) 


WK’ 25 rm 阶 行 满 秩 低 阵 《否则 某 行 可 由 其 余 行 表示 而 右 端 
方 阵 降 秩 ) ，N' 为 (m 一 7)m 阶 行 满 秩 低 阵 。 闪 

K' K'G K'H 
G,H)- =1= 
CX е N’ н)” mm -( ) 


` 39. 


К’в=1, N’G=0, 

性 质 11 жс, HIRKA, WJ 
R(GAH')—R(A), ШИН, НЕ 
后 不 变 原 矩阵 之 秩 。 

证 + В-САН”, W R(B)&RCA). ATRE К, 
LüK'G-I, І/Н-1, T£ Ж 

K'BL=K'GAH' L=IAI=A 

й R(A)<R(B), 61. 

性 质 12 Ë АЖ», 则 存在 非 异 方 阵 В, с, 使 

10 

вас-(” ‚) 


证 “将 4 的 独立 列 选 出 ， 将 其 余 列 约 化 掉 〈 相 当 于 右 乘 
一 些 初等 矩阵 ) 。 

再 将 4 的 独立 行 选 出 ， 将 其 余 行 约 化 掉 (相当 于 左 乘 一 
些 初 等 矩阵 ) 。 ， 

将 所 得 rr 阶 块 阵 化 为 单位 阵 ， 再 移 至 左上 角 。 

以 上 初等 变换 对 应 初等 矩阵 之 积 即 如 与 C。 

性 质 13 d RCDer W A-BC, ІШ R (В,) =, 
R(Ci)r, í 

证 


A=B- (” свч ex о)с-'=в, с; 
o^ 


mm “0 0 /mn mr та 


这 种 将 4 写 为 A= B.C, 的 分 解 ， 称 为 4 的 秩 因 子 分 解 。 
性 质 14 R(A--B)&R(A) - RB) 
证 由 秩 因子 分 解 

„40. 


A-GH', B=G,H! 


H' 
一 „С 
A+B=(G X.) 


R( A+ B)<R(G ,Ç.)< R( A)+ R(B) 

性 质 15 R(A—B)2>R(A)—R(B) 

证 № 4=(4— В) +В, НЕМАЕ, 

ЖЕ RCAB)ZRCA) + РОВ) ВИЗ 

证 若 4 为 mn 阶 ，B 为 np 阶 ， 作 秩 因子 分 解 4=G H', 


RH ROGER EHI, H 2n 


R(AB)- R(GH ! Ву= А MEI 


cis Gos ))># (C Hi ‚в )-RGHB)- RD) 


= ЕН; В)> Е(В) - R(HE) = RG]) - (n—r) 
=R(B) + R( A) — B 43 
性 质 11 R(ABC)>R(AB)+R(BC)—R(B) 
证 ЯВЕАЯТЯЯВ=СН,, WJ 
К(В)=Н' = Н' С 
R(ABC) - (АСН'С)> (46) + R(H' C) -H! C 行 数 
=R( AGH’ ) + R(GH'C)  R(B) 
—R(AB)-- R(BC) — R(B) 


第 七 节 方 阵 的 特征 根 


DEA, f= M-A ARRES, i 


gis 


| Аа hs - -а, 
fü) ! — a, А-а, ` 一 Cn 
一 Cn 一 Cn 4 一 Gan 


Қ) 的 根 叫 4 的 特征 根 。 特征 根 的 集合 叫 谱 ，max|44| 
叫 4 的 谱 半 径 p(4)。 


对 特征 根 入 ,满足 X=AX 的 非 0 向 BX UAR FAR 


特征 向 量 。 
Я 1 
Ec 
222 
= | 
1 1 
2. 2 
由 
1 1 
f()-|A—A| = E E =0 
zd 
2 | 
解 得 Al, 4-0. 
对 4 一 1， 由 
1 1 
X 2 2|, 
1 一 
Cr Jo 
2 2 
a 1 
21 
X= = 
C0 


+42. 


为 其 特征 向 量 。 
1 
对 4,=0, мн (ита, 


性 质 1 若 怀 为 特征 向 量 ，cX 亦 为 特征 向 量 ， 而 c 为 常 
ғ. 
性 质 2 Ж-Ж Жи) 4 满足 特征 方程 
f(A) 0^, 
例 2 ”对 下 面 矩 阵 4 验 证 性 质 2 
3 2 


4-3) 


一 1 4 


因 特 征 方程 


ийе] MEL 


RASA —74-141—0, НАХ 
АЗ--7.4--141 
0 


КЕН ШЕГЕ 


定义 ЖРХЗЕЯУЕ, ШВ= РУ 4P 称 4 的 相似 变换 。 
性 质 ”相似 变换 不 改变 特征 根 。 
证 М(Ә-ІРЗАР-ЛДІ-|Р-(А-АУРІ 
=| P= || А—АГП|Р| 
= 14-21 
=},.(А) 
故 两 阵 特征 多 项 式 相同 ， 从 而 特征 根 相同 。 
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РА 


ЖУУЙ АЙЕ ЕЗЕР ЛИЕ РЕ 


定义 1 #0 А4=Л',‚, ШАЛИ. 

定义 ? 车 方 阵 4= 一 4， 则 称 4 为 反对 称 阵 。 

若干 个 4 ER, НАМ, BB kA 4 相 乘 可 写作 
如 A4=A:, AAA-— А, 

ЖУЗ 若 方 阵 4 二 4， 则 称 4 为 宕 等 阵 ， 

定义 4 若 方 阵 4 满 足 44’=J， 则 称 4 为 正 交 阵 。 

ИТ ЖЖ i 


10 1 
A= 
( i 20 ) 


#2 平面 坐标 轴 旋 转角 度 9 后 ， 新 旧 坐 标 间 成 立 关系 
х! cosÓ —sing x, 
(s )=( sinÜ со50 X X, ) 


š шы д 
Ta ( cosi sinĝ 


sinf со50 


ЖЕЗ, 


біз ВДВ Hemer) 阵 C 为 正 交 阵 。C 作法 为， 


8 — 8 (777, n, s, on), SER (d, dy, + ,dy 


1 


一 (j 一 1)dy, 0,， ,0)， 其 中 (ту) 重复 /一 1 次 。 


如 


* dd * 


pi. ж 

1 1 1 
1 1 3 3 3 

2 2 
1 1 1 
а 8 3 3 

1 1 
2 2 1 1 1 
3 3 3 


АБ ЕН УЖЕ. dn 


?一 1 . 1 。_ 工 
1 1 n n n 
LEE Li osi. 11 
He ‚ Н= п п п 
+ 1 š 
2 2 


1 1 n—1 


n n n 
性 质 1 任 一 方 阵 可 表 为 对 称 阵 与 反对 称 阵 之 和 。 
iE BH 
_ ATA. А-А 
de + 
性 质 ? ЖЕЖ, MU A= 4 反之 ， 若 АА ЩА 


44. 


xx. 

证 ЖІ-АА, ЯА, БАЗ АЗА А-А, 又 
EA =A, WAAAAC I, ҖАЕ, 

性 质 3 ЖЕЖ) ШАҢ АНЕ, 

证 KRAER, KA =A, (ANAY =A A= А 
Еж. AAAY =(A'A) -1, АПА МЕХ, 

性 质 4 тех, BEX, MLABIEZ, 

证 Я 

{ АВ)( АВ)'= АВВ’ А'= АГА' = AA'=1 
ERS АЕ 


1, mA 
Bn. 


> 1,Шіше 
> ci misa 
证 由 44'=1 及 A4'4= 了 1 展开 得 证 。 

这 一 性 质 表明 正 交 阵 任 二 列 GD EZ, HAA GP 
ІНІ bg RT 1. 

范 数 为 1 的 向 量 称 为 标准 向 量 。 

对 任 一 线性 独立 列 向 量 系 cj,q,…,an 可 以 化 为 标准 正 交 
列 向 量 系 C1,c2… c (Bi |c,||=1, c, cy)， 其 法 如 下 : 

®—Ф: Hb i=a, Xb! о b, i=2, =, 
п, МЫ bio, bO EZ; 

йл», Rombi, ХЫР 
e,n, 5, 6,501, e, OEZ. 


(59,5 
ШАН 


2)b,, ies, 


24. 


如 此 下 去 ， 即 得 b,,…,b。s， 其 中 任 两 向 量 正 交 。 到 ci 一 
b/b, 48, ,cn， 其 各 自 范 数 为 1， 且 任 两 向 量 正 交 。 

性 质 6 ”标准 正 交 列 向 量 系 形成 的 高 EE C 必 为 列 满 秩 高 
阵 ， 且 可 找到 列 满 秩 高 阵 ， 使 (W,CG ) 为 正 交 阵 。 

证 对 标准 正 交 列 向 量 系 形成 的 高 阵 G， BG'G-I, ik 


R(G)- R(G'G)- RU)or, TEGERE, 


对 G 找 列 满 秩 高 阵 N， 使 NG 一 0 然后 对 N 各 列 标准 正 
交 化 ， 则 (W,G) 为 正 交 阵 。 

BERT 若 4 正 交 ， 则 | 4|= 土 I，4 非 异 且 各 列 线性 独 
立 。 

证  |АА|=|1|=1, kA 14 |= 1.4121, Р 
14|= 土 1， 而 4 为 非 异 方 阵 即 满 秩 方 阵 ， 政 А 各 列 线性 独 
立 。 

性 质 8” 当 上 三 角 阵 为 正 交 阵 时 ， 它 必 为 单位 阵 ， 

证 由 性 质 5 可 得 。 

ERIS ЖА, UAH. 

证 (= (Ам, 

性 质 10 ” 若 .4 对 称 ， 总 能 找到 正 交 阵 C， 使 C'4C 为 对 角 
降 ， 且 主 对 角 元 素 丛 为 4 的 全 部 特征 根 。 

dE 记 A4 特 征 根 为 4， 当 六 为 与 入 对 应 特征 向 量 ， 并 设 
它 已 标准 化 ， 即 XX 小 =1， 记 了 六 ,=qu， 找 出 别 的 gs 使 有 下 交 
阵 


Q,= (4%, ` ,gs) 
则 Q!4Q.=(9f49y)， 其 第 一 列 元 素 为 
414, ї==1,2,+-,п 
HiT4q-Aa, ЯНА 


A Mim] 
а! Аф = Atq '' і 
(0, MXi-2,-,n 


0:40, 对 称 ， 知 
h 

Qt AQ,=( ) 
其 中 4 为 (n 一 1)(w 一 1) 阶 。 因 


Re 
111—014. |= | = А-А 1. [414,1 


М Ир 
故 4 的 特征 根 即 Qf4Q,=Qu AQ ЕН, Ж АЛДЫН, JA. 
而 4, 特 征 根 为 А, ыы „Ал, 

Ел, ЯМЛЕ (9—1) (п ПЕЖО 


4, 
, = 
Qf4Q=( d ) 
其 中 4, 为 (n 一 2)(n 一 2) 阶 ， 它 的 特征 根 为 A. ,4，， 
于 是 存在 正 交 阵 Q;,Qs,… ,Qs_:， 它 们 分 别 为 (n—2) (n 
一 2) 阶 ，(n 一 3)(n 一 3) 阶 ，…，2x2 阶 ， 并 逐次 把 (n 一 2)(n 
一 2)，(n 一 3)(n 一 3),…，2Xx2 阶 阵 
Az, Ás, , Ana 


代为 à 
"+1 
, == іс- ... 一 
QAQ.-( zt ) #=2,3,--,п-2 
和 矩阵 4。-, 为 一 个 数 。 $ 
1. 1 1 
o=o |: Hc 
Q, Q, 1 


Qn 
^ 48 · 


则 右 端 各 阵 为 正 交 阵 ， 从 而 Q 为 正 交 阵 ， 且 
А 
/AQ= 

Q'4Q-( "m 


此 Q 即 所 求 C 阵 ， 
性 质 11 〈 实 ) 对 称 阵 4:(D) 特 征 根 是 实 的 ，( 2) 属 于 不 同 


特征 根 的 特征 向 量 正 交 ，(3) 存在 几 个 彼此 正 交 的 标准 特征 
向 量 ， 它 们 线性 独立 ， 以 它们 为 列 向 量 ， 可 形成 正 交 阵 。 
WE SE). НАХ-АХ, MARX’ (Хе X 再 
куа AX-AX'X, шана, ex AX-AX'X,8 
иш ЫХ ЛА Х=1Х'Х, та X'AXSAX'Xx, X'AX 
=Í X Xx, Tü 
(4—1)X'X=0 
RERE, ХХ ео, ША=Я, ҒЕАУФЖ, 
再 证 (2)。 若 和 ，4, 为 两 不 等 特征 根 ， 由 
АХ,-2,Х, 


X1AX,- AX1X, 
X1AX,—A,XIX, 
| Х{АХ,=АХ{Х, 
ХА АХ,-2,Х,, Ai 
ХІ AX, =A ХІХ, 
HERBIR, АХИ, ХЕХ, АШ 
(А-А) ХИ Х,=0 
HASA, 故 t X=0, ЖІП Х,, X: EZ. 
再 证 (3)。 因 对 4， 存 在 正 交 阵 C， 使 
С'АС= A—diag(A,, + ,4,) 


#AC=CA, ICEXIESUC-CG, - ,X,), М 


А 
АХ, Хо), Xo)( à ) 


而 
AX =A,X, 


kX, ns 即 所 求 彼 此 正 交 的 标准 特征 向 量 。 因 С ЖЖ, 
WX, An REIZ. 


例 6 
1 
2 
l 1 


2 2 
4 的 特征 根 为 和 =1， 思 一 0。 将 1 一 1 的 特征 向 量 标准 化 为 


RN 
м2 
215 
м2 
将 4 一 0 的 特征 向 量 标准 化 为 


wje 


由 上 述 两 向 量 作成 正 交 阵 


. 50. 


则 有 
/ 1 
c'4C-( ) 
0 


өңі джи, 成立 (1) R(A)=tr(A), .(2) 


R(A)+R(I—A)=n, 
证 由 秩 因 子 分 解 
A=BC 


RUR(B)-R(C)-RCA)—r, d A=A i 
BC.5C= BC 
(B/B)^:B'-BC- BC-C'(CC!)^!- (BB) B 
-BC-C'(CC')^ 
CB-I 


tr( A) = tr( BO) tr( CB)—tr(I)r 


得 证 (1)。 再 证 (2) 
A(I—A)90—502R(A)--R(1—A)—n 
A-+(I— A)=I=>n<R(A)+R(I— A) 

结合 两 式 得 证 。 

性 质 13 ”对 宕 等 对 称 阵 4， 其 特征 根 中 及 (4) 个 为 1， 其 
яо. | 
证 因 A4 对 称 ， 故 有 正 交 阵 C 使 
C' AC—diag(A;, * ,4») 
НА, AB984648. 18 
C' AC- C' AC— diag(À1 , - ,À2) 
= С’ АГАС=С’ АС= diag(À,, * ,А») 
WAS 150, BBR(C'AC) S RCA),. EO. J 14173808. ROA) 
451: 


4 
ть 


第 九 节 ” 双 线性 型 与 二 次 型 


本 节 讨 论 双 线性 型 与 二 次 型 。 
定义 1 对 列 向 量 X 与 Y 及 短 阵 4 称 
X'AY =} tiye (2.15) 
i,k 
为 x 与 ys 的 双 线 性 型 ， 若 A 为 对 称 方 阵 ， 称 
Х'АХ= > OX Xk 


nk 


=a,xi + 2ажх, + 5 Бах + ++ (2.16) 


Jx 的 二 次 型 。 
ФП 双 线 性 型 
12 
Gunn] 3 4 K 20) 
5 6 9% 
== +2510 Е Sx; + 45, + 5Xs1/i + Xs; 
二 次 型 + 
(х\,х,)( : У X u )esxt e 1226 + 14x3 
例 # AB C=D, HART, BEISH 


а 


А=\| a |, С= (са, * „Сер, * са) 


а, 
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则 
d,,—a,Bc.; 


此 因 
з= > (АВ )ьсь;= > ( у аайь ye 
k k 1 


= > УЗ aabacxÚ = > Y lbaaace | =adBeo 
вт 1 


k 

定义 2 对 任何 非 零 向 量 X 恒 有 X^4X >>0， 则 称 二 次 型 
XAX 或 4 正定 ，h 正 定 记 为 4>0. 若 对 任何 向 景 X, ЕЖ 
Х’АХ>0, тісі Х” 4X 或 4 非 负 定 ，4 非 负 定 记 为 A 
20. 

若 一 4>0， 称 4 负 定 。 

若 一 4>>0， 称 4 非 正定 . 

引 理 1 BA, BER 阶 方 了 泗 ， 若 用 人 表 A 的 任 一 子 式 ， 
(和信 ) 表 B 中 相当 于 入 子 式 的 代数 余子 式 ， 则 所 有 可 能 人 与 
(和信) 之 积 的 和 等 于 14+B|. 

证 ” 按 列 向 量 将 4，B 写 为 

A=(a, а, * an), Bz(b, b,, y ,b.) 
则 

[4+8 |= а +В, a,+b,, © „а, ba 
将 右 端 a1 十 bs 分 开 成 单项 ， 用 拉 伯 拉 斯 定理 得 证 . 

引 理 ? 若 ” 阶 方 阵 .4 的 特征 多 项 式 

К) = 1А A| A^ аА" a A*7* e H ( —1)*8, 
则 ai 怡 为 4 的 所 有 宇 阶 主子 式 之 和 ， 如 ww 一 tr4，as 一 141( 旭 
去 相同 序号 的 行列 所 得 子 式 称 主子 式 )。 

u m A 

Mr-4I=|[( ) +a] 


82. 


且 因 (1) 人 7 除 主子 式 外 ， 其 祭 子 式 为 0 (2) E Ë пй 2 RE 
中 , i 阶 主 子 式 的 代数 余子 式 就 是 余子 式 ， 即 mn 一 i 阶 主 子 
R; (3) 一 4 的 i 阶 主子 式 等 于 4 的 相应 i NETR), 


由 以 上 各 点 即 得 证 。 
引 理 3 tr(4)— ZA, |A]| —IIA, 
Е 因 
[А-Я S (4—À4)( ÀA— А) = а (УА)! 


TC 1) 
а= XAStrA, a= | Al. 
性 质 ! BAA n 阶 对 称 方 阵 ， 则 下 列 诸 命题 等 价 ， 
(1) 4 正定 。 
(2) 有 非 异 方 阵 Q， 使 4=Q'Q， 
(3) 有 列 满 秩 高 阵 G， 使 4 一 G/G. 
(4) .4 的 所 有 主子 式 大 于 0. 
(5) A 的 所 有 1i 阶 主子 式 之 和 as 大 于 0。 
(6) 4 的 所 有 主要 主子 式 大 于 0( 左 上 角 主 子 式 叫 主要 
ЁР), 
(T) 4 的 所 有 特征 根 大 于 0. 
(8) 有 非 异 方 阵 P， 使 P'AP=1。 
证 
()29(7) “Хо, ж X AX 0, НКЕ A, 
有 正 交 阵 C 使 
C' AC —diag(AÀ,, * , As) A4 
其 中 为 4 的 特征 根 。 作 了 Y 一 C-:X， 则 Y 闪 6 (9 САЯ, Ж 
Ү-0, &Х=СҮ=0), Ш 
X'AX=Y'C' ACY =Y' AY = Ау? 
teet Ayoo 
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[iT ү РА 


ВЛА Го = У, Ш42>0, 
(7)->(8) 接 上 证 明 ， 取 


релі Ji уі) 
m PAP =I, ЖІП (СР,)'А(СР,)=Р!С'АСР,=І, 而 所 
ШР-СР,З Яя. 

(8)>(2) ЖА-(РЗУР", ROSP, 

(2)=(1) XHMEXX0, KY -—QX, ШУ 0, mX'AX 
-zXQQX-(QX)'QX-zY'Y»0. 

(2)->(3) 取 G=Q. 

(8)>(4) H 4=GG， 知 4 的 任 一 s ПЕТА С 
Gi， 而 Gi 为 G 的 某 s 列 ， 由 柯 西 公式 知 | 4 >00. 

(4)>(5) ША. 

(5)>(7) 因 和 的 特征 多 项 式 恰 为 

ha 一 Guhn а, 477* 4- ee + (—1)"a, 

诸 o>>0 故 上 式 无 负 根 ， 再 由 (一 1)*aa 二 0， 知 它 无 0 根 。 

(1)>(6) І(1)->(4)->(6), 

(6)2(8) НІНЕ, АЖО АЮ п= 16, Ж 4 一 
(а), а>0, 2% 


1 1 
C CA )-o 
RN n1 阶 的 4 已 成 立 (8)， 今 看 BUS 


其 中 4 对 称 ， 则 


ЕЯ, 8 
A 0 
4 = 
R'AR p .) 


с, WIRA =Alle, 4, 9419 ЖЕ, 


Же ЖЕ, ЖАРЕ Pr A Pa -1, 则 所 需 之 


=( АЫ )=! 


上 述 性 质 说 明 对 称 方 阵 是 正定 的 充 要 条 件 为 满足 (3)— 
(8) 中 任 一 个 。 
#2 若 4>0， 则 .4770, 
证 ” 因 对 正定 阵 4， 有 非 异 方 降 Q 使 4=Q'Q. 而 41 
Q^"(Q7)', BGERZIEED—(Q7'Y, M| 47-D'D, $83t, 
性 质 3 若 4>0， 则 存在 4 的 正定 平方 根 阵 M， 使 M 一 
4, 
证 对 4 有 正 交 阵 C 使 
C' AC— A 
РАЯ 86 3 BU AB FFE RADO MOS а, FE 
Az CAC! 


456. 


作 主 对 角 元 素 为 14 人 0 的 对 角 阵 性 及 M=C 人 C, НМ = 
CA* AT C'E EXE CAS — 043 i), ВМ.М=А, 
性 质 4” 若 对 称 4>>0， 则 有 非 异 方 阵 DD 使 
D’AD=J1 
D'BDz 4-diag(A,, + ,4,) 
Ach AGE|AA—B|—0 的 根 ОВА 4 的 广义 特征 根 ) 或 
АВ 的 特征 根 。 
证 ША>0, KARDE P $ P'AP=1, ХВ 
称 ， 故 P'BP 对 称 ， 有 正 交 阵 C 使 
C'P'BPC-diag(À,, © ‚А„) 
而 4 为 P'BP 特 征 根 ， 因 
|AL—P'BP|z|P'(4A—B)P| 
= |P'||44—B||P| 
Bj|P|2-0, dk P'BP 特征 根 即 144 一 8|==0 的 根 。 又 
[АА В| = |ÀA— AA? B| = АНА AB} 
因 A 正 定 而 |4| 守 0， 故 144 一 B| =0 之 根 即 4-:B8 之 特征 根 ， 
$PC=D, % 


D'BD=A 
x 
C'P'APC=C'IC=I 
89/40 =1, it. 
我 们 知道 ， 落 多 元 函数 
F=f (xi, + м) 


丁 展 为 台 劳 级 数 ， 当 取 至 二 阶 时 
f(x,- ух) = f Ono, х) 十 У (аха) (mo 


a tet 8mm) ge) fo d Ga, s o RH 


0x, 
. 57 . 


将 自 变 量 用 列 向 量 
* 
{1 
x 
表示 ， 则 展开 式 可 写 为 
РОХ) OG) e CL X) e (Qc 


-XV dx) 


м/а, зве oos хш iuo, ваар 


一 0 的 下 点 称 为 驻 点 。 
BERSE yeso, ж, WRN 


Ed co, DE RE MK. ТОВ АИ, 
913 求 /一 地 十 妇 极 值 点 


因 
əf _ of 
Эх = 22, Bx, = 2х, 
Kz: af ef 
9х! =2, Box 0, әр” 
由 
2x, a) 
se 0 
求 得 驻 点 


х=( 2 )=0 


258. 


因 其 主要 主子 式 


2 2 0 
жа 


с> = 


121>0, [. 0 


Шо, теж. 


014 ”独立 二 元 正 态 分 布 密度 为 


) 


0 


:> 


(Pe ) pr) 


Кө, а) дес: e»[-5 


0-с LE 


因 
Bf -(ж-а) 
8x, ?ло|ө, 
af (хі--а,)(х;--а;) — 
(x, —ai)* (15,—a,)* \ 
Саты 
er —1 Gy 
axi 2лоўо, { m T "әі-і 
(i —21)* , (x, —2,)* | 
人 
故 
(x1—a ) 
af [а 2ло; 30, © 
šx = 


_ б-а) exp{ 一 去 
172 


220,0; 


ae (саат Rn 


( ta- а) + аа) ) 


зу 
8xÀ:^ 


als 01-0) = (Са, Cay 


| атаа), р (оаа) а-а) ) 
: 可 T 本 


210130] 
(а-аа) ex р =1 (баса, а-у 
ЕЕ 


在 驻 点 处 


каж, т 


к-(4) 
ЯК», x) HA. 


例 5 在 最 小 二 乘法 中 ， 有 误差 方程 
AX=L—V 


жи 


“60. 


其 中 К(Ау=т<п, RARER 
V'PV = min 
Ruh P>0B ЕЕ. РЭТ. 


2 үру = 25 un PV —24'PV =0 


得 求 台 的 正规 方程 
A'PAX — РІ. 
因 对 正定 阵 已 ， 必 有 非 异 方 阵 Q 使 P=Q'Q， МАРА (QA) 
QA, pi PE, & APARE, НРО) S RCA) =, # 
R(A'PA)- R(QA)et, ж APA Ж, B ОА 为 列 满 秩 高 
阵 ， 故 4P4= (ОА) ОАЕ. н 
ai үту-- (У'РА) 


= 一 2( 3 x )PA=24'P 4>8 
故 正规 方程 所 解 出 之 尤为 极 小 点 。 


第 十 节 ， 广义 道 矩 阵 


、 广 道 与 自 反 广 道 
4 为 4 之 广 道 指 4 满足 
АА A= А 
显然 ， 若 4 为 mm 阶 ，-4 утту, 
在 解 符合 方程 时 ， 要 用 广 逆 。 所 谓 符合 方程 即 一 解 或 多 
解 方程 ， 非 矛盾 方程 。 若 有 符合 方程 
АХ=У 


将 .4 按 列 向 量 写 出 ， 上 式 可 写 为 


X, 
сыво «Jer 
X. 
Ig 
OX% H Fa Xa =Y 
故 了 为 4 的 烈 向 量 的 线性 组 合 ， 即 了 在 A 的 列 商 量 张 成 的 空间 
内 ， 记 作 YEM(4)， 
ЖІ AA A= АЕ AX= ҮН Ха СҮ, 
证 
=> 国 44-4=4， 故 44-4X 一 4X， 即 AAY-Y, 
fü X= 4- 了 为 4 大 =Y 的 解 。 
< ЖУЖАН, М АХ= 为 符合 方程 ， 而 解 为 
X= Ао, КЖ А/асса, KE a, ,0s 各 列 即 
&АЛ-А=А, 
ER 符合 方程 4X= 了 的 通 解 为 
X=A-Y+(I—A-A)Z, 
РЖЕВ СТ ма, 
证 因 
AX ААУ + A(I— A7 A)Z Y +0=Y 
ЕЗ GE EIU LAC, ШИЕ 
Ge А -V(I— ААЛ”)+(1— 47 AW 
ЯНИ, ҖЕ CIR) ЖҰ, 此 G 亦 为 4 的 广 着 。 
证 B | 
AGA= АА А+ AV (IC АА” ) А+ А(1— A- АУҒА 
= AA-A+0+0=A [3 
EZ, #G3 36, HU -G—a4,W-GAZA, М 


62. 


G= А (G— А-)(1— A447) - (I- А A)GAA- 

即 为 上 述 形 式 。 
性 质 4，.4 为 非 异 方 隆 时 ，- 人 4 即 普 通 真 逆 阵 4 。 
证 БАХ-Уне-ЖХ-А-У-/ AY, А-А, 
性 质 5 ЖАСЫР, ШАА ЕҢ R( АТА) = К(А), 
证 МАСЛА А, #A ARES, X АА-А=А, 


WeR(A)<R(A-A); IER(A- A)<R(A), 结合 两 者 得 证 。 

性 质 6 (4)' 一 (4)- 

证 А4 Ае =A (AVA, BAREA 
(47): A =A, REV RT AIT ERE, JAAVA = 
А’ Aem A(CAT)7) A, UAV ЖТА, MEM) 
属于 (A4-)' 集 合 。 从 而 (4-)' 与 (4) 两 集合 相等 . 

性 质 7 ACA! A) А-А, A1 ACA! A) At А” 

证 om 

(ACA AV A! A— AY (ACA! AY 4! A— А} 

© m{ AL ACA! A) —ILA'CACA' A) А' A— A) 

z (A! ACA A): IHA ACA AV A1 A— А' Ay=0 
аня mS, Ж2/В--0->В-0, TRACAA)7 
44 一 4 一 0， 得 证 第 一 式 。 同 样 可 证 第 二 式 。 

HAR А 又 满足 AAT 47, ШВ UI E 
A;， 即 A; 满足 i 

АА;А=А, A;AA;=4; 

显然 ， 有 

性 质 8 RAT) = RCA) 

下 而 讨论 广 逆 作法 。 

ERS NHRA, ER(A)er, ЕЖІНЕТТЕРІЖ 


B C 
4=(р к) 

则 有 (1) =DB-'C， 于 是 4 有 秩 因子 分 解 为 
A=( : уа, 270) 


(2) 4 的 广 道 为 
B 0 
c-(, 23. 
BABET, 
证 


(1) 将 4 按 秩 因子 分 解 为 4=- РО, LEP, Q 分 出 
БЕТЕР, Ss 则 
Р.О, P,Q, 
А- qe. yq. =ù ро.) 


于 是 B= POEIER, О, ВЖЖ”), C=PQ,, 
D= P,Q,, 
E= ndi QiQ? Pt! PQQ;—DB^C 
(2) m 
BC (f 9 e с 
ТЕ 


( 
L KaR à 


+ 6$- 


性 质 10 对 和 矩阵 A, # RCA)=r, ВАНЯ B 
不 一 定 在 左上 角 ， 则 在 4 的 转 置 阵 中 ， 将 B8' 换 为 8”:， 其 余 


но, ВА 且 为 自 反 广 逆 。 
证 对 A 作 第 夏 种 初等 变换 ， 即 左右 秉 P、Q， 将 B 换 至 


左上 角 ， 则 
B C 
а р z | 
FG 
因 第 三 种 初等 矩阵 逆 为 其 自身 ， 故 
B C B С 
ame | D E Je -| DE |6 
FG FG 
于 是 
‚Во 0 
=ч 0 00 ) 
чаев АВ, АО. Ш 
f В» 0 0 
аган р Е |е ) 
n о 00 
B C 
ee DE Je" 
FG 
ВС. 
-> | D E Je-4 
FG 
同样 可 得 


EN в € 
даа 179 р-н [р к Yao 
о 00^ FG 


Ts MIS а 0 0 уы. y 


=. LI mE 

4 87 8AX SY WBIOXGY 中 范 数 极 小 者 ， 称 为 方程 
的 极 小 范 数 解 ， 此 G 称 为 4 的 极 小 范 数 广 送 4as。 

нж сакина 

АСА- A, (GA) GA 

证 АХУ GY+(I—GA)Z, Z 为 任意 向 
量 。 当 GY 范 数 极 小 ， 则 

HGYH<IGY+(1 一 GA) 列 ， 对 所 有 Y EM(A) 及 任 党 2 

Ө(САХ (I—G4)Z)=0 
e(GAY(I—GA)m0 
(GA) m(GA)'GA 
GA (GA) 
ZGH X, № АСА А, Е, 
ЕЛ? 42 之 集 可 表示 为 
Az--U(1—A4A1) 
RPU KER CIR) 和 矩阵. 

证 因 G= 4:+U(I 一 4.43) 为 广 道 ， 故 满足 4G4= А, 
XG A= AzA-U(I—AAZ) Anm AZ ARE, IG 为 极 小 范 数 “ 
ри, 

反之， 著 G 为 极 小 范 数 广 送 ， 则 它 总 可 表 为 上 述 形式 

б=4;+(6-—4:)(1-44;) 


这 因 右 端 
Az-0G— Az) 1— AA: 
Арко АСААЖ 4:44; 
= А6 4;— А АА + А АА: =, 
TEES РТЖ) ECT ААА” 
证 8 G= AAA ЖЕ AGAR AA (AA) А-А, 
С.А ААА’ A 对 称 。 
性 质 4” 当 -4 为 行 满 秩 低 阵 时 ，-45 唯 一 且 
ArmA АҒУ” 
db из ALAIN ERE, 


=. Zo imb 
使 方程 4X =VX —GY 满足 |.4X 一 了 | 一 min 者 ， 称 
为 方程 的 最 小 二 生 解 ， 此 G 称 为 4 的 最 小 二 乘 广 逆 Ai。 
жі G 为 4? 的 充 要 条 件 是 
AGA= А, (AGY v AG 
证 m 
ПАСУ —Y |< AX —Y || m || 4X — AGY + AGY —Y |, 
ЖА, Y 
e AX —GY )! (AG— ПУ =t 
A AG— D) = 
ЭА? ААС ҢІ Am АА 
e AGs G' А АСВ АС А= ( АСУ Am А 
фия? Ат рк 4740147000, ШО ЖЕ 
* CIT Же. š 
证 国 G=4-+(1 一 4 A) E, do RS AGA=A, 
X AG—AA;Xp Ж, ЯС REDIR A, 


反之 ， 若 C ља ЗЕГИН, ША ЕИ 
G= Ат +(1— Ат А)(С— 47) 
此 时 ， 央 4LCG= 441， 故 右 端 等 于 4T +CG 一 4 十 474G 十 47 
AAT =G, 
性 质 3 47 之 一 为 (4/4) A 
证 因 G=(4'4)-4' 满 足 性 质 1。 
性 质 4 ” 当 4 为 列 注 秩 高 阵 时 ，47 唯 一 此 
Ат ҒАУ 
证 由 性 质 3 及 -4.4 为 满 秩 方 阵 得 证 。 
性 质 5 (Абш=(АТ)' 
证 因 C=(40)3x 满 足 с. 
A'GA'z А. (GA'y «GA 
Bp 
АС” А-А, АС’=С А’ =( AG^y 
ж С”аА!, ШС-( А7)2--( АТУ 


m, ЖЕ 

18 25 E AX —Y м М X =GY м AX —Y 1 — min X 
1GY1 极 小 者 ， 称 为 方程 的 极 小 最 小 二 乘 解 ， 此 G 称 4 的 极 小 
RDR A. 

性 质 1 А ААА 

证 АХУ МХЕ ИУ, X АХ=ААТҮ 
为 符合 方程 ( 右 端 €M (4), UAM J B JF = SEX 
X-—ALAMY, MA = А; ААТ, 

性 质 ? ”4?* 唯 一 . 

证 H 

1A;+U(1— АА) БАА +U ATAW} 


+ 65 - 


= АА Ат +(1— A1A)W  — Az AAT 
性 质 3 ”A+ 的 充分 必要 条 件 为 下 述 四 条 件 ， 
AA* A— A, AAA А”, 
(ДА+), —AA*, (A* AY = A* A 
ЕЖЕ 8 Ж(Мооге, 1935), #3 (Репгозе, 
1955) ЕН. 
证 ЖААААТ, Я 
ААА = АА; AA A= ААТ А-а. А 
"riu. 
A AAt= A; ААт.. .А. А; 244i ALAALAAT 
-А; А 
AA =А-А ААт=АА ЖЖ 
А А= АА АЕАЗА 对称 
кайат. CBE TUA 02 3OR—, ИЖС, НМ 
足 四 条 件 ， 则 
G=GAG=GG’A’=G.G’A'G’'. A’H'’A’ 
=GAGAGAH=GAGAH -САН =СА.Н АН 
LI LI 
= 4’С'А’Н’Н=А’Н’'Н=НАН=Н 
故 四 条 件 为 4+ 充 要 条 件 。 
性 质 4 АА (АА) ААА) А’ 
证 HOA; A АҒУ RAT CA AVARA 
A = AAA UTI, 
性 质 5 (A4*)*— A, (Ay =(4)* 
ш RERS 四 条 件 中 4 与 4+ 可 互 换 。 又 
CA)! = ACA A)7 АҚ ААУ- АҚ CA? у*, 
性 质 6 落 4 一 4/ 则 4+ 一 (4+) 
证 由 上 一 性 质 可 得 。 


69. 


性 质 7 ” 孝 -4 的 秩 因子 分 解 为 4 一 PQ， 则 
A* «Q'(QQ') (PP)? P «QzP; 
证 ” 因 上 述 4* 表 式 满足 四 条 件 ， | 
性 质 8 AERA) em M А*= (А) В A 


ZROA)en, ША Ж-Қ АУ", 

证 ФЕЙТ Л = 4 7 可 证 第 一 式 。 令 4= 工 4 可 证 第 二 
5. 

性 质 9 (АА) += А+(.4')*, (А) *==(.4+)/.4*, 
(A4*)* = AA*, (АА) = 4* A, 

证 NATERIST 2 EAS P Q, pul A AmQ- PPO 为 
秩 因子 分 解 式 〈 因 4/.4 秩 为 r)， 故 i 

(4 A)! e QP'PCP' PQQ'P'P)"(QQ?)Q 
但 PP，QQ 为 非 异 方 阵 ， 故 

CA A)! - Q'P'P(P/P) (QQ^)-(P'P)^(QQ^)Q 

=Q (QQ) (PPY QQ) Q 
REA - Q(QQ') (PP) P(A) e PCP'P)^ 
(QQ) Q ж 

A* (.4)* =Q QAQ) (PP) ROQ) 1Q=( A 4)* 
"А. ERE sih Af I, WRM) =A y В 
第 二 式 。 再 证 第 三 式 ， 固 

ЕРОС MAP EY ЕНЕГЕ 
HPRP P) P'E Ar, АА 秩 为 r， 上 式 为 秩 因 子 分 
м.н 

(ААУ-"Р(РРУЧХ(РРУР-РКРРОУОХРРУОР! 
-“Р(РРОРВЕРРУ 
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—P(P'P)P'—4A4* 
第 三 式 得 证 。 将 -44 换 为 4， 可 得 第 四 式 。 
ЯЛАН СЕ, ж 
引 理 1 #E'EE'=0 ШЕ-с-0, 
证 E'EE'-O0-EE'EE'-(EE')'EE'— 0-2 EE' 
= (), 于 是 五 一 0。 
引 理 ? X EE'E-0, МЕ=0. 
E 取 E 为 引 理 1 中 E' 即 可 证 ， 
性 质 10 (ААА) 
证 ” 按 性 质 3， 证 右 端 五 一 4( AAAY -4 满足 四 条 件 即 
жі. 
(1) 证 8=AE4 与 4 相等 . 因 | 
B— Ac (AA! (A AA!)- A! - А 
ж _ 
(B—A)'(B— А)(В— A) 
=А'{ А( АА' 4) AA I4 AA AAAA 
—I3 A: A'LA(AA A) AA! — D) 
e (A АСАА Ау- А—1}А!{ ААҚ ÆR AANA 
—IAA'( A(AA! A): AA! —1} 
e (A ACAA A): AIHA AA CAT AA')-A Ad! 
РАНА A) AA LT] 
= {А А( АА’ AV АРТА AA 
— A'AA' V ACA A! A)-AA'—I} 
-0 
H511, B= A, 
(2) 证 D=EA4E 与 E 相 等 , 因 
E—D=A( 44474 
471: 


— A' (A AA!" A! AA! (A! AA)" А 
又 由 ( 1 )m4'— А’ ACAA A) AA, Я 
(E—D)'(E—D) 
={А(АА’А)-А 
ДААА) АА’ A( АА' A)7 A A! ( ЖАҒУ А! 
— (A AA!) A! AA' (A! AA!) AI) 
={А(АА' A) AA! 
—ACAM AY AM ААА А) AA H(A AA!) A 


— (A AA! )- A AA! CAL AAY y^ 
={А( AF AY AA! ААА Ау AA H(A AAT) А 
— (A! AA! )- А' AA CAL AA!) Ay 


-0 
WE-D, 
(3). Ж(АЕ)’=АЕ, ЕЕ С== AE= АА (ААА) А” 
5D-( AE)'—- A(AA' Ау 44 相等 ， 因 由 ( 1 ) 知 
АА’( А’АА’) ALAS A, 5 
C—D-— AA'( A AA!) А-А АА' A): AA! 
故 


(C— рус D)(C— D) 
—(ACAAM! AVA 
— AA' (A AA! )7 V A' LA A! ААА’) А’ 
— ААА’ AY AA Y ACA A! A) АЛ 
— ACA! AA!) AP 
={A( AAAY A 
—AWUF ANY HAAA UP AA!) A'A 


—4A'A(CAA' AY УУ ТУУУ 4” 
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—A' (A AA!)7 АУ 
c (A(A4 A) A— AA (AAA!) HA'A 
РАНА A) AA! АА АА-А} 
一 0 
Ж C=D 
(4) ш(ЕА)'=ЕА, {Е 
C—EA-.4'(A'AA')- A! A, 
D-(EA) = A'A(AA A): A 
故 证 C 一 刀 即 可 ， 因 有 有 
C— D Ан А АА-АА AM AAA! 4) А 
而 
(C—D)(C—D)'(C—D) 
“ААҚ A AAT) А’ 
— A' AAA! A)" 4ACA' А( АА' A)- A 
— A'(A' AA! Y A! A) AH (A AAY A'A 
— A(4.4 A) A) 
ex (A4 ( A 4A! )7 А’ 
— A' ACAA! A) d (AA! ACA A А)- АА 
mm 一 一 一 一 
AA (A ЛАА) ААА’ 4 (ААА АҒА 
一 一 一 一 -一 一 -一 
—A(AA' A) A) 
2 (A (AL AA!) 7 A! — А A(AA! AHAA 
~AN (A 447 A'A— ЖАЛҒАУ A) 
а= 


由 引 理 2， 知 C=D。 
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有 
A-=(1,0,0), A-=(0,1,0) 
8. X 
111 
441 1 ‚| 
111 
有 
100 000 
(000). Гозо) 
000 009 
等 。 
#2 求 符合 方程 
1.1 ЕЛ 2 
G DEC) 
的 解 。 因 
11 
4-0.) 
к 1 œ 
ee 
得 解 


C6 XO 


当 取 
得 解 


例 3。 求 名 十 各 十 % 二 罗 的 极 小 范 数 解 。 


BAX -Y 9 
i х, 
аға x, E 
Xs 


XR(A)=1, X 


1 
| 
| 

- 4” AL { ep 
Е |3 
EP 
(1 
(=) 157 
x= ix, | = A;(u)= |з" 
|) " 


例 4 在 最 小 二 乘法 中 ， 误 差 方程 一 般 为 
AX=L—V 
Tü R( A)=t<n, EVV = min F 48 


X=AiL 
而 А=(44) 47, илә 
х= 1—0 
x,=l,—, 
X,=l,—u, 
x,=l,—u, 
Яр 
1 1, v 
1 1, v, 
ELI -- 
1 1, о; 
1 I, v, 
而 
a 11 11 
At (A Ауа =(4 d 1,4) 
1 
11131M45]| 1 
С qux 


БЕД Ж N — 3 fg 

如 有 误差 方程 
x, +x,=l,—, 
Xx + x. =l, o 
X xml — v, 


+ 76» 


B АХ-І-УЖ 


111 
ДАА ( ) 
ita 

1 0 

erai 0 °] 
оо 

ы 111 
A* ACA A41) А1 ) 
8511 1 


而 方程 的 极 小 最 小 二 乘 解 为 


za " 4 p Ң ty! 


i iyi 


Б Ж ХЖЕЛУЕЛМЕЛ НАН. WA 


满足 四 中 性 质 3 四 条 件 ， 


第 十 一 节 ”奇异 单位 阵 


ЖА, ЕЛА ША, Ж 


477: 


Atm АА 
АЯ ВИ, 
性 质 1 ЖЖ, WAT Am A, AEA, 
证 om 
А°'==( А.А* у! = AA* m A* 
20 AA S AAA S AAT m At 
FLAT SERERE X 
A! A= АА* А== А, AA = А* АА? А* 
ЖЕ. BERAI e A, АҒА, 
性 质 ?  RCAT)e- RCA) 
证 AAA, KC RCAT) RD, X ñ É BU, 
`= A, ҖВ(Ау<В(А°), ie PER. 
НМЗ ДРЕА) л, ЖО, 
证 МАНЖ, ЖАИЗ, ЖЕНА 
СА") = RCA) s, ВИЖ. 
GA ЛСА) таў, (4710, 
证 BARCA) (А) егп, ЖА | =, 


Я 今 有 方程 组 


则 AX=L 为 
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1 
2 
, 4{=АА*= | | 
1 
2 


竺 等 对 称 ， 且 R(A*)=R(4)=1，A* 特 征 根 为 1 及 0，14"1 
一 0( 因 R(4) 一 1<2)。 


кюе tol - 


TS 


第 三 章 ”随机 变量 与 分 布 函数 


第 一 节 随机 变量 


定义 若 对 每 次 实验 结果 ， 可 以 用 一 个 数 所 来 表示 ， 且 
对 任何 实数 ，“<x 有 确定 的 概率 ， 则 称 上 是 枯 机 变量 。 而 称 


F(x)= P(£<x) (8.1) 
为 随机 变量 上 的 分 布 函数 。 
由 于 
P(x,<&<x,)=P(£<x,) —P(£<x.,) 
=F(x,)—F'(x,) (3.2) 


BEREA, НЗ.) Е), BF (x) E x 的 非 
REK. A 

F(49o9)-lim F(x)=1 

F(—eo)=lim F(x)=0 

F(x)—F(x—0)=lim P(x, £«x)—0 


故 分 布 函数 具有 三 个 性 质 ， 
性 质 1 F(x) 是 x 的 非 戚 函数 。 
性 质 ? Е(-се)-0, F(+eo)=1, 
Ез 下 (x) 处 处 左 连续 ， 
我 们 经 常 遇 到 两 种 随机 变 景 ， 
1. 离散 型 ”车 s 取 值 %,，x,，… 可 列举 出 来 ， 且 
P(¿=x,)=P, 


.80- 


LL PE ed pk Ж. 
2. ERES ЖЕЩЛ 


РО) foods, (Ңау>0) (8.3) 
Е ЦЕ RK 
ЖЕ. Г 

分 布 密度 f(%) 满 足 
(1) fG)20, (3.4) 
о) 人 Кәдеег, (3.8) 


(8) Ра) РОБ) (в) = f(x)da, 


(3.6) 
例 1 二 项 分 布 B(n,p) 
设 在 每 次 实验 中 ， 率 件 4 发 坐 的 概率 为 p， 今 求 n 次 独 宣 - 
实验 中 事件 4 出 现 k 次 的 概率 . 
由 于 实验 的 独立 性 ， 事 件 在 4 的 指定 次 实验 中 发 符 ， 
而 在 其 余 n 一 k 次 实验 中 不 发 生 的 概率 由 乘法 定理 应 为 
wg (9=1—р) 


由 于 我 们 未 指定 4 是 在 那 & 次 实验 中 发 生 ， 因 此 由 排列 组 合 = 


сар " n| 2 
知 上 述 素 件 能 以 ( b = орге #4, mundo 
理 ， 荐 以 4 表 n 次 实验 中 4 出 现 的 次 数 ， 则 
n 
P(ush)m Aga 7^ 
(шей) (> ра 


由 于 右 端 恰 是 (p 十 q)" 展 开 式 中 第 十 1 项 ， 故 称 4 服 从 二 项 分 
布 。 其 分 布 函数 (3.1) | 
` 81 4 


Хх) 
Fo) 
о 
图 3.1 二 项 分 布 3.2 正 态 分 布 


#2 正 态 分 布 N(4,0*) 
韦 续 型 随机 变量 上 服从 正 态 分 布 NN(4,0*) ИЛЕН 
(四 8.2) : 


Re Шы 
f(x) ge (8.7) 

以 导 为 方便 起见 ， 某 随机 变量 服从 某 一 分 布 用 符号 “一 ” 
ЖАК, ЖИ Е ВАШЕЙ Ж N(a o), BD WJ GR 23 d 


N(u,a*), 
“服从 N(4o) 的 随机 变量 的 分 布 函数 
ee se P ж (8.9) 


ЖЕ A060 848 RE В — 4 N(0,ot) 的 随机 变 


#. 
ЕЖЕФОЯМ(0100 ЖЕ ЕШӘЛІШІКЗ 

оба) уте 2 (3.9) 

Фо) | е9 ан (8.10) 


D D 
4” 


Фіх) ЛЯ. 
Bis 355732806, 6] 
连续 型 随机 变量 £~U[e,b]， 指 其 分 布 密度 (图 3.3)"" 


1. 
po-, Ma«x«b 
foo- (57? (5.11) 
0, EÈ ; 
fo) ; fe 
1 
| 
i 
----- | 
1 | i 
MEE | 
I 1 

ғ; $ 
图 3.3 均匀 分 布 图 3.4 反正 骇 分 布 


例 4 REZIA- f, f] 
| 连续 型 随 机 变量 56~-4s[ 一 f,f]， 指 其 分 布 密度 《图 
3.4) 


1 
жүрсе 当 |x|<f 


[Co 一 (8.12) 
0 X8 


第 二 节 BE FL Ж 


АУ ВЕ, 5. +, E ЖА = (81, 4, c ы) 
ЖЕ ИЕ йл. Ж 
Е(х,х, с", Xa) 
-P(h«x, #,<x,, c X) 
(3.13) 
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为 5 的 分 布 函 数 。 

分 布 函数 已 (xxa,…，xn) 满 足 

1 下 (xixa…yxn) 对 每 个 变 元 非 降 。 

2. Е(х,х ,Xs) 对 每 个 变 元 左 连 续 。 

3. Е(-оо,-Һоо,.ы, Ёоо) =1 E M i—1,2, n B Be 
有 lim Е(ж,х,,--,Х,)-а0, 


хә o 


我 们 称 
F(x,) = F(x,,eo,--.,00) 


F,(x,) S F(co,co ‚х„) 
p] PERIERE S] (边缘 ) 分 布 函数 。 
若 对 任意 的 X1,%,,…,xas， 有 
Е(х, 55, 7,28) e Fi Gn )9E ín) Fa (xs) 
Yi S BELA КЕТУ ВВ E, ,4 独 立 。 
我 们 常 研究 两 种 随机 向 量 ， 
1. 离散 型 ” 指 & 取 值 可 列 。 此 时 各 分 量 独 立 的 充 要 条 
件 是 
P(&zx, бәсе, іт.) ` 
| =P(ë=x,)P(#,=x,)---P(#,=x,) 
2. 连续 型 ” 指 # 的 分 布 函 歼 可 用 分 布 密度 f20 表示 
为 


F (x, ,x, 38) zii Г Гр fGu zm) 
dz,dz,---dz, (3.14) 
分 布 密度 满足 


(1) 120 
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(2) |] fermi 
(3) 着 G 是 n 维 空间 中 一 个 区 域 ， 则 
Рі. = | [feno ndo 
(3.15) 
我 们 称 | | 
fioe [7 P. E fenomeno 


dx; dx, dX, 


f.) T. I <}, Е T 


dx,dx,--dx,., 
为 61,… ,én 的 《边缘 ) 分 布 密度 。 显 然 
fion) E Е(ж) 


连续 型 随机 向 量 各 分 量 独立 充 要 条 件 为 
Раоа Xa) m Оа) (о) fa) (8.16) 
例 二 维 正 老 分 布 随机 向 量 密度 
ded ou cd 
м 355,5, үс °®Р í 201—0?) 


(Gp побив + аты) 


(8.17) 


我 们 来 看 5 ， 纪 的 密度 。 因 
но | zs EE) 
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= 1 f. баа)? 
f.(x,) =| Иж, жа = T, J 2a exp та) } 


` 


可 见 /(җ,х„)==/,(х,)/„(х„) 的 充 要 条 件 是 p=, ИНЫЕ 
态 向 量 分 量 独立 的 充 要 条 件 是 p==0。 


第 三 节 ”随机 变量 函数 


已 知 随机 变量 的 分 布 密度 现 求 函数 分 布 。 
性 质 1 若 62>0 的 分 布 密度 为 f(x)， 则 nm 二 的 分 布 密 
g 
auf), By>0 


fi) )={ (3.18) 
， 当 y<0 


证 加” 非 负 ， 故 当 y<0 时 ,分布 函 数据 (y) 二 0, 而 
f1(y) 二 0。 当 y>0 时 
F(y)=P(n<y) о 


һе, Еку)= ұл “ай S F(y')e2uf Q^) 


HR LEGORRE), т EH Ay EE 
fiy) Кему) 
jc 877 2320 5) 
0 , уо 
证 ” 因 ? 非 负 ， 改 当 y 和 0 时 户 (y) 一 0。 当 8 0 时 ，?3 的 分 
布 函数 与 分 布 函 数 
Ғ.(у)-2(п<у)-Р( <y) 
=P(— Vy «E y) FOZy)- FOZy) 


= Fi(y) = EE 1 М g) 
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Ы == 6 


М.Я у 
7 ay amy Ca) 
АМКУ и) 
2V y | 
Ж 着 s 仅 取 正 信 ， 则 y<0 时 f(y) 二 0， 而 y>0 时 


性 质 3 ”车 上 的 分 布 密度 为 F(Y)， 函 数 y 一 9(X) $671 
而 方程 有 唯一 解 x 一 %(y) )、 连 续 
可 微 ， 则 ?一 2(E) 分 布 密度 

f0u)=f(6(u))|% (9)! 

(3.20) , 

证 若 s 在 [a,6b] 取 值 (包括 | 
а=—оо, б=оо 情 形 )， 则 如 图 
3.5 

(1) 当 p(x) 单 调 增 ， 则 
分 布 函数 

Fi(y) =Р(п<у) 


人 | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1440 
=Р(а< а) ||" қош 


TX 
fiy) m f o(y)) v), 
$/(y)29, 
(2) 当 p(x) 单 调 碱 ， 则 


Faye Pic РЕВ) |^ Кой 


an 


Һаө)-- Кө(у))9 (уи), v()«o 


图 3.5 单调 函数 


Е (таль (и) = IG) гі. A pak kim, m 
可 划分 单调 区 闻 泪 类 似 法 求 出 f(y)。 


ж Жіртағ- 5, MM 


TN: —b 
fia) К) (8.21) 
Па>0яЯ ; 
1,0—6 
и) 
当 a<< 0 时 用 
| y—b 
fim (=) 
例 1 ФИЕ--М(0,19, 即 其 分 布 密度 


Ка) сет" 


о u(0770) R9 ЖЕН 
fi(y)= a 
Tig N(u ,o2) 
例 ? 010,21], Wi] p fsin(£—£)— As[ — f, f], 
Hrh/, EON, 


我 们 看 ， 当 y 为 正 且 y<f 时 (图 3.6) 


图 3.6 反正 该 分 布 密度 
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Ук Жа cttm 


P(yy) = P(fsin(£—&) у) =P( зи) 
-1-Р (are sin CE bn arc сін?) 


-1 БЕ 2 сый sin Po 


1 
fa) P(n«y) TUR 
当 y 为 负 且 y 之 一 1 时 
P(n<y)=P(fsin(£—é)>—y) 


- P(arc sin E b. Ca are біш +) 


= 51 (=—2аге ча) 


I= Pao 1-72 
当 ly|>/ 时 ， 显 然 F(y) 一 0， 得 证 。 


第 四 节 ”随机 向 量 函数 


若 # 维 随机 向 量 (所 ,…,Ea) 的 分 布 函数 是 Ғ(х,--,х.), 
W= filé én), ИНАЯ, WREN E 
和 一 (ga т) ЖЖ 

$(y, y) POIs) 
= Рў (Ё, 6,6) ior, 
Falis Én) <) 


= 480) 


жш рдан Ж 等 R Ғе.) ур (mo ELA 
ж. 
НЕІЗГІ 


$(y m КЕКЕ 


1. 和 的 分 布 
ЖЖ 若 ( 司 ,所 ) 的 分 布 密度 为 (xxa)， 则 0 一 所 十 和 的 
分 布 密度 


fs [P f(2,x—2)da . (3 22) 


证 n= ti 的 分 布 函数 
《图 3.7) a 


Ка(х)= | ДИ жа ах, ах 
Xy x €x 


dám 


Гео 


x= xy 
= М Жол,х,)4х,ах, 


故 243.7 dnd 
fs |^ fx, ,x— м dx, 
得 让 ， 
K ща УЕ 独立 ， 且 它们 分 布 密度 分 B) A fdsa 
Һа), № 
fone |” fife n dz (3.23) 


ШЕ, ЖЫ аһ, ЕЯ fef. 
біл # &, ні 是 正 态 随机 向 量 ， 其 分 布 密度 


(x, zy 
fin, n) XE рер ТЕСТ; CSS ; 
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(x, —H005 1) | асл 
a J 


一 20 一 
M) 7 一 包 十 所 的 密度 


` o) [^ Ка, x—3,)dx, 
ИГТЕИИССӘСІГІ 
60) Pioneer] ыз 
2(ої+2ртүо,-+о1) | 2000) 01 ) 
go 
EFEN mti о} 29,4901) 
2. 商 的 分 布 
性 质 GG 4 юе ROS Ps, =), М-ы 
所 的 分 布 密度 507 ec 
ед = zf (zx; yea] zf(zx, z)dz. 
(3.24) 


PES PI TS TT сыза)? 


Е.(х)=Р 主 <*)- fj Иж, x,)dydz 
à RDUM H ж/х: <a А 


3.8 йл 


E я. 


= j ICA z)dydz4- MANC ,z)dydz 


дя (att nz f afta 2а 


K Hé, БУНА (к), fn), Ит” 
&/& 分 布 密度 为 


Гн) арау Са — ° ation 


3. № Я Xv) 

жа, 5，…， 为 独立 同 分 布 W(0, 1) 随机 变量 ， 则 
| х= | 
ЖЕЛЕ Же 为 ?的 类 分 布 Xe(>)。 

ЖЕЕ, БИМ о кз Ж Ф(у). [Чу< 
om, Ф(у)-Р(ғ<у)-0» 0220 м 

Q(y)  P(&y) c Po M.» y) - PQC Cry’) 

E Ее-М(0, 1), Ж 


;-lyyi 
o= <= f] (C. ТР! н, 


Zx: Cry 
EER | 
x= p cos 0, cos 0,--*cos 0,_, 
X,— p cos 0, cos 0,---sin 0,_, 
x,= p sin 0, 
得 


amf SE С" 
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07:00, =, 6, 4046, ,--40, 
其 中 p'-'D(9,，…，9,-1) 为 变换 雅 可 比 行 列 式 .。 记 


则 


Ут 


0 
e()ee |, e ?2p'"dp 


由 (+eo) 一 1, 可 得 cri=22 ' I(I) та 


KR =x > 分布 密度 


М5 жұз Nm 
SEL dica 


n 0 I ‚ y«0 
于 是 x*(») 分 布 密度 (图 3.9) 


x 


1 2-1 -2 


eu в *, x0 (3.25) 


0 ， x«0 
实际 工作 中 ， 当 给 定时 ， 常 须 求 出 满足 P(X: 之 x:)=a 
中 X3， 其 值 见 附 表 2. 


f(x)= 


p 


图 3.9 XX 分布 


4. (Ж Қу) 
Ж.4--М(0, 1), эр (р), By 
t=ë/n 
称 服从 自由 度 > 89143 Ко). 
ЯЗ 
По) ее 
М (y [Y Y" зи 
f| Г? Qi) ° ‚ ээ 
0 Р арен 
由 商 的 分 布 ， 得 
[E 1 м у 
fto |. va 4(еж(-%ғғ)) yis 7 
22 


3-4 Pom. i) 


( ехр( 一 29 1 十 yas 


fex ие р), 得 


"exp 


. 94. 


?十 1 »—1 


т rey (+) “|, 


= rem ГС Ду) 5 6w 
t 分 布 密度 图 形 如 图 3.10, 
实际 工作 中 ， 给 定 p, ДЖ 
H PC|t| to) p vit, të, X i 
见 附 表 3。 
5. РЯЕ(Уь v) 
dive zt o, 


эт x (v), MW 图 3.10 {分布 
Е=®. 
n 


ЕА BHEE v, x, № ЕЛЖ Fn, vi). 
B £= x! (0) /v, 的 密度 
к ЗЕН ”/2 4-1 
TA очта ы 
0 , y«0 
于 是 下 一 上 /7 的 密度 当 x0 时 为 


E oq luas "Iq 2l 
= z(xz)? 2 2*7,» 2 5712 dz 
5 ° 


n. Жі aka 
асу? а 1. 22 +2) |, 


. 95. 


1 
其 中 > 一 六 十 yz， с ру гу туи id 
2 r(z)r(2) 72 


gzz(v»x4»,), Д) 


ur i5. 
foo det |, t 


nou > 
1 —1 ЕД 
тат I) 
于 是 Fon, у) BE (183.11) 
r( Yi?! n o» 号 -1 
_2 2542. x i 
KOA rm 
, x< 
(3.27) 


Ж») 


ға) 


F64) 


图 3.11 F 分 布 


实际 工作 中 ， 已 知 g， 常 须 求 出 Р(Е>ЕО-афЕ МН, 
其 值 见 附 表 4。 
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第 四 章 ”数字 特征 与 特征 部 孝 


9—1 ”随机 变量 的 数字 特征 


对 于 随机 变量 ,经 常 要 用 它 的 数字 特征 。 
жх мача сво Р(х), т 


j Feo 2 


绝对 收敛 ， 则 称 它 为 8 的 期 望 ， 启 为 BER EE, № 
Е. | 
желіктің 
E(£) = ЕР 
M EEG 
Е) |? яда 


яша рк ЖУА ии ЖОН, ТЖ 
ARI. 

XX мужи, NE %(x) 的 期 望 指 

Ежен | Gn 

特别 有 ， 

£ k BOE aE) 

ЕЕ АЕ uz E(QR— Ed)», 

EM видана ELE) 

EM h Brussa Aem ELE Ek? 


№5825 


(4.1) 


(4.2) 
平均 概 


к.э) 


ES 2 阶 中 心 矩 称 为 所 的 方差 
V(eE(G-EDi- |^ (я EtraFG) 
当 上 为 离散 型 时 
V(£)e Р(х; ЕЕ)? 
ЕТТ | 
ve^ (= Ведах 
方差 的 正平 方 根 称 为 标准 差 或 均 方 粮 差 ， 即 O 
о(&)==/ЁЎ(ФУ 
(2). отына V, RV, о, 
连续 型 随机 变量 的 中 位 数 M。 及 众 数 M。 指 
M. 
I fG)dx=+ 
КМ,) = шах 
BUR IKE ВЕ р 为 |8| 的 中 位 数 。 
例 1 。 标 准 正太 分 布 V(0,1) 之 密度 


m Ime n 

ama 
Е()= {7 200) =0 

Бис е Ш 


ио) | 0) [7 Ie ian 


=(0—0)+1=1 
Я2 ESSEN, PER 


f(x)= zige - зп Manos 


其 期 户 


Е) | rst IROA gx 


作 代 换 2=(х—а)/о, № 


E= 7 b (oz-a)e "аео 
其 方差 


{x-a} 


ZOIR i d dx 


=l el” ле фз 
Jaf ze 42=0* 


第 二 节 ”随机 向 量 的 数字 特征 


жи БЫШ г=(А, &, +, УМЕН 
Еғ=(Её,, Еһ,., E£,)' 
随机 向 量 的 方差 阵 指 
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O= Е{(&— Е) (&,-Е&,)} 
ЖЖ 6, ИНН, 
ТЕ 具有， 


1. ЯЯ. Oyy, 


2. WREE: Е а, e, а, 有 
> 040,0,42-0 
2,0-1 
这 因为 
шш)... ы -Е *aF p 
Ж, 040,05, | [09 (ыу) (хі, Xa) 


= Eí Eat E(Go)]>o 


当 随 机 变量 E, -, £ 间 没 有 线性 关系 (以 概率 1) 时 ， 
ЕЕ. 


定义 НАЛИМ ШЕ, 5, BV(A)»0, V(&) 
20, ИЖ 


Oiz 


рь=-9 = E((&—E(£))(& —E(£,))) 
"д, ~ E((&— —E(&)* -E(&— —E(&)P 


(4.4) 
> & 5 & 的 相关 系数 。 
--400 - 


бі 二 维 正 态 向 量 G, £0 ， 其 密度 
1 —1 [/(x,—u,) 
Кедер та асау о? X 


(21—61) (2—8) ем”) 


010; о 


-2” 
BE £N, oi), Е--М(ш, о), Ж 
eue ||(х—ш)(ж—н)/(, x,)dz dx, 


ғаға o Gets Jo, 


zo 


=m) (amera 2(1— is 


souy 
Tt ) je 
* 
eo l (入 一 让 ,入 一 各、 和 一 入 
Jl а, À о, м о, 
x 


gau ur [jte io ато, erpi 
-È = 1010: (15 7/205 e722 
= аа 29 fe а |е dz 
十 ao mein teat [nas 
270,0, 


биз” 


401: 


第 三 节 期望 方差 相关 系数 性 质 


设 £, се, £, 为 随机 Ж, а, b, 9, а, c, а, 为 党 

则 有 下 列 性 质 。 | dq 
一 、 期 望 性 质 

性 质 1 Е(с)-с 

b. Ж Е(8)= Ex Pone, 

性 质 2 E(a&) S aE(£) 

证 Е(а)=| asa FG) =а( хаР (я) - EGO. 

性 质 3 Elérte tén) Elé) te +Е(&) 


证 йл=2Н Gu 5) ЖА, 各 的 分 布 函数 分 别 为 
F(x, x), F (x), Ех), № 


Elti) оаа) ао, ж) 


я 


= [ас x) + а, ж) 


= аР) + [мае GO) m Ер Et 

值得 注意 ， 本 性 质 不 论 随 机 变量 独立 或 不 独立 皆 成 立 。 

性 质 4 Е(а +6) =аЕ(&) +6 

证 |А (6-6) = E(a£) - E(b) -aE(£)-b, 

性 质 5 шағуы, E( £ )=E(8)E(E,) e 
E(&x) 

жола Уй, A 

Ееее) -| jf Gom ee a )dx dx, doy 
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= Сада [fios da Jf ra )йх, 
=Е(&)Е(&,)---Е (ён) 
二 .方差 性 质 
性 质 1 ИС) Е() (ЕО) з | 
证 V(E)e E(—E(£)) - EF—2£E(£) c CE (Е) 
=Е(#)—(Е(=))* 5 
性 质 2 V(c)=0 
. 证 Yee. .1—(c)*=0 
性 质 3 V ag)=a (E) 
证 V (a£) Е{аё— E(of)) a E(£— Eyes) 
性 质 4 V(Etht- ИУ &)t- 


+Ё(4„)+2%У о, 
#9 


证 以 * 一 2 УЙ, 
V(t té) El ҒЫР АЗАНЫ E 
—E(E—E(5))* + E(b&  E(£) V -27( 
© SE (EHE — E(t))} A n 


ERTA X& ‚Кечер р. 
ШЕ з Ær, Én o, Ё Ў, We. A | 
+ ( 1) Vitto НУР Nido 


证 B oum E(QGU-E(E))(5— Et) 
zE(&R£5,)— (ER)CEE) : 
由 期 望 性 质 5, E(&£,) = E(£)E(E), T 0,70, EIE 
Vi 4 得 证 ， 
(2) V(a& a һу та И (&) + +a (En) 1 
5103: 


(з) ИЕН Буре ra, 


三 、 相 关系 数 性 质 


性 质 1 —1<р,<+1 
证 AER: 
ЕК&-Е(&))+(&-—В(4:))*} 
=йо} +230:+0}>0 


33ko1,—0101«0, 0.0: < <, IE ри <1. 


性 质 2 жа, & 独立 ， 则 pi 一 0. 
ШЕ Mé, 4, 37, ола =0, ATIS. 
注意 ， 独 立 必 无 关 ， 但 无 关 不 一 定 独立 CR EGRE 
布 ， 独 立 与 无 关 才 等 价 。 
性 质 3 [pol = 的 充 要 条 件 是 和 和 纪 以 概率 1 线性 
相关 。 
Ж 充分 性 ， 设 大 =a61 十 b《 以 概率 1) ， 则 
ou= E((. - E(5)) (&— Е(&„))} 
= E((&—E(£&)) (a£ +b—aE (š) —6)} ao 
ХИ oi-coi, Ж i 
oum 2 — UE 
П aiaz， olalo, 
当 g>0 时 piz==1， 当 a<0 时 ps== 一 1。 
再 证 必要 性 ， 因 


46 + $)=20 ри») 


a 
Аа = та 


由 于 方差 只 有 在 随机 变量 以 概率 1 ROI ORE 才 为 wE 
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+ =c uei). 


b 


第 四 节 特征 函数 


为 更 好 研究 随机 变量 ， 我 们 需要 研究 它 的 特征 函数 。 
定义 ” 设 随 机 变量 的 分 布 函数 为 严 (x)， 称 


00) = Ec [^ e'*d F(x) (4.5) 


为 £ 的 特征 函数 ， 其 中 t 为 实数 而 i= /二 1 是 虚数 单位 。 
Bile'*|—1, #— 切 随机 变量 的 特征 函数 存在 ,1 
显然 ， 对 离散 型 随机 变量 

(2 Хе P, ` 

对 连续 型 随机 变量 
(o «ne. efie 
性 质 1 паь, Ripa, b 为 常数 ， 则 

f Or(t) =ettt0,(at) : (4.6) 

证 因 0, (1) =Е(е*") = E(efcot* 0) = ettb (etat) 
=е“0,(0). | 

ЕЖ! 独立 随机 变量 之 和 的 特征 函数 等 于 各 特 征 函数 
zm. 

证 以 两 个 独立 随机 变量 6， ,为 例 ， n= +é, 因 
eiti: Бену, FÆ 

б (f) =E (et) = Е(е "EHD = E (git) Е(е +) 

=б (t)0 (t) 

性 质 3 илаа DE MANA, MASERT 

SU nk, EDS k<n it 

06 - 


9% (0) = Е) 
证 因 ||#е=4Е(х)| «ағу, a 
Јо (edF (ajm ated F(a), keit, m 
9 (t) ei* orem F(x) 
6*0) ei EQ) 
R4 0(—0)0-60() 
证 B 000) = fed F (x)= [sari e) 
ERS WERE o, 
оо) Б, Нч 
0(0) =1, 10(#) | «1 
Я ЖИЗНПЕФ Ж N (0, 
1) 的 特征 函数 。 
因 密 度 


= 
Пе” mii Бренан яа 


м 23 =% 


| du id = A 2| ^. 73 dx: 
只 分 是 复 函 数 e- nde 在 复 平面 沿 平行 于 实 办 的 直 
Ur М.Р, 
FEAM c—(—aaa—it»—a—itoay, ZH ] >] 
BAR, ЛАШ ТЕС 中 解析 ， 了 由 柯 西 定理 . 
ег) 
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令 iiy, ЖІ, VEA Ix|=a, y, ik 


z E PAP „© ё Lat 
le раје 1 3 aee Рене Ты. 
(а-о) 
故 
сə — (z—it3: E 
| е ? dx4| е 2dx=0 
(х= it)? за 
I [7 0 239. іс (5% Td iras 
[в 4 dem D е dxz1 
0(#) e-t/2 
э £—N(a, o*)RP, Hi£eonca(n-—N(0, 1)) Au Ж 
iat — loin | 
(р =е iat 59“ | (4.7) i 
第 五 节 半 不 变量 
定义 将 上 的 特征 函数 取 自 然 对 数 后 展 成 仕 的 者 级 数 ， 
即 . 
In (0) УЛ (ну (4.8) 
2151 
ШИ x, JI £88 s MERTER, 
ЖЖ Утор 
х= Е 
Xm о“ 
Xs s 
х=, 34i * 
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xe = He — 104148 
性 质 1 若 n=a5+b， 则 与 & 的 半 不 变量 x 与 x 满 思 


x{ 二 gx 十 b; x12atx, 当 $>1 


证 因 lnb(t) 一 ln e*'6,(at), & ®4-(иу'=чы+ 


> at), 
FE, gei, ЖАҢА! 均 不 变 ， 这 就 R 
不 变量 名 称 的 来 源 。 
性 质 2 ”独立 随机 变量 之 和 的 半 不 变量 等 于 半 不 变量 之 
和 。 
证 М0) =Уш 68а) 
定义 称 
Pi=x/0, =x Jat (4.9) 
нал нана ЖҚ зі ЖЖ, ЖА 
у= а/о?, vm 5—3 (4.10) 


Я В ~ (а, о?) 
б) c exp[ iat 3 gn ) 


їп 6(f) -іш- Том =} 


l 


х, А 
s (i) 


ШЕ РЕЖ, Я 


X0, Х,=0*, K=, = = 
yim, ya70 
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4.2 ” 非 正 态 分 布 的 偏 倚 与 超越 


第 六 节 “分布 函数 与 特征 函数 


唯一 性 定理 ”分布 函数 由 其 特征 函数 唯一 决定 中 

由 这 一 定理 可 知 ， 随 机 变量 的 分 布 函数 与 其 特征 函数 之 
向 存在 着 一 一 对 应 关系 。 

当 特 征 函数 0(1) 在 (一 ee，oo) 绝 对 可 积 ， 那 么 对 应 的 分 
布 是 连续 型 的 ， 且 其 密度 


1). 全 7 ера 


Wi f 与 9 构成 传 里 叶 变 换 对 。 
定义 ”对 分 布 函 数列 {F，(%x)}， diris s), 使 
lim F, (x) zm F(x) 


在 政 (x) 每 一 连续 点 成 立 ， 则 称 Fe (x) BSc SC F(x), 
定理 ” 设 分 布 函 数列 (Е, (х) 弱 收 敛 于 某 一 分 布 函 数 
F(x), WAR ERRER RIH 6, (H PERF BERRO) , 且 
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在 + 的 任 一 有 限 


区 间 内 收 铺 是 一 致 的 。 又 若 特 征 函 数列 


10,0) Y 收敛 于 某 一 连续 函数 9(1)， 则 相应 的 分 布 函 数列 
{F(x)} 弦 收 化 于 某 一 分 布 函 数 F (c)! 
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第 五 章 概率 论 一 些 定理 


第 一 节 ”小 概率 原理 


С Заа а Ау, MRR 
据 所 作假 设 ， 正 确 地 算出 事件 4 的 概率 很 小 ， 而 在 一 次 实验 
中 ， 事 件 4 竞 然 出 现 了 ， 则 我 们 认为 所 作假 设 不 正确 而 将 假 
设 推翻 ， 这 就 是 小 概率 原理 ， 也 叫 实 际 判断 原理 。 

如 服从 正太 分 布 的 偶然 误差 58， 其 绝对 值 大 于 标准 X0 
王 倍 的 概率 ü 

P(|à| 30) —0,0027 

是 一 个 很 小 的 概率 , 因此 在 一 次 实验 中 ， 误 差 绝 对 值 大 于 3 
是 不 可 能 发 生 的 ， 着 实验 中 竞 出现 了 大 于 30 的 误差 , 该 误差 
可 认为 是 粗 差 ， | 


第 二 节 ЛБА 
大 数 定律 Gh. „зиз, RO 布 具有 限期 望 
a 的 随机 变量 ;， 则 对 任意 。>0， 有 i 
lim РТ >a — |< =1 (5.1) 
此 定律 的 意义 在 于 ， 当 我 们 对 某 量 a 进行 + 次 独立 测量 
得 向，…，5;， 如 测量 只 有 偶然 误差 ， 即 BEE: 一 0 W| 当 N 


量 次 数 足 够 多 ， 可 用 平均 值 工 3&s КАНА an. 
111° 


契 贝 雪夫 不 等 式 ”对 任何 具有 限 方差 (EHM 机 变量 
же 


Р{14—Е(д)|>е}+<- 9. (5.2) 
其 中 。 为 一 正 数 ， 


由 这 一 不 等 式 可 知 ， 对 偶然 误差 ， 不 论 其 服 从 何 种 分 
Ж, Wu 


2418 >30} <”, = 


30 —9 
第 三 节 “中心 极限 定理 


测量 值 服从 正 态 分 布 ， 指 其 出 现 的 概率 分 布 密度 7(x) 
5j f PBB 3⁄ F (x) 28 


1 ep 
= 一 -一 -一 C 一 о” 
Ро) OV 2n € 


е _1 = i 
= lt a 


X uS £ 898818, oH EREA, id Ж £— N(u, o), 

偶然 误差 6 服从 正 态 分布， 指 0— N(0,o2). 

由 中 心 极限 定理 ， 大 量 、 独 立 、 均 匀 小 的 因素 所 致 结果 
的 误差 服从 正 态 分 布 ， 而 一 般 测量 工作 均 满 足 这 一 条 件 ， 所 
以 在 高 斯 找到 正 态 分 布 的 数学 形式 后 ， 在 一 百 多 年 来 的 误差 
理论 中 ， 它 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 

中 心 极 限定 理 可 用 下 面 两 个 形式 表述 。 

定理 1 如 有 独立 误差 列 A, 8,, e д, e, йд, 
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яй F), же 01, B= Soy, жады 
MAHO, KAEN ОМНИ 


1 s 
lim -Br f xdF,(x)=0 
в->о 


я > Ixi» 7B. 


В rac) Jut i 


R k= 


° lim P( 


即 > 6s 除 以 其 标准 差 B。 所 得 标准 化 变量 之 分 布 趋 于 N(0,1) 


ren 


Sh, Яд 4, «имо 65 4 # É + E # 2 # 


Моо, Bi). 
此 定理 证 明 可 参看 文献 [7]。 
我 们 来 看 租 德 伯 尔 格 条 件 的 意义 。 由 于 
{шах |д.1>В,}1 16.|>rB}+…+{16.|>rB,} 


* 


P(max|À,|7B.)« Y. P( |ld4| 5 vB.) 
!& <" 2-1 


аР. 


ке 


1 a 
араны 
| . 113. 


而 条 件 意 味 着 ， 对 任何 T0, Ж 
limP( max de ЗЫ >г)-о 


a 


limP( max < т)= 1 


即 # 充分 大 大， 各 误差 Ó, 与 B. 相 比 ， 都 均匀 地 小 ,. R W n 
充分 大 后 ， 独 立 均 匀 小 的 误差 д, 之 和 20, 趋 于 正 态 分 布 。 
这 在 实际 工作 中 可 理解 为 大 量 、 独 立 、 数 值 差 不 多 的 误差 和 
ЖЕЖ, 

定理 2 如 有 独立 误差 列 6， д,, чы дь, Ut * д, 分 


ЖИЕ, Баа 0, JA 0* 有 限 且 不 为 90， 则 2_6s 分 布 


趋 于 正 态 分 布 N(0，o*n)。 
证 由 定理 1， 因 


т 


2204 sosh 


езі 


1 
а ТО 


кл 


1 
= 2, "|, "nO 


7 ағы) от, ато, ан, 
ЖЖЕНИЕ. 
因 Е(8,)=0, о(д,)-о, Н.699(0)--і Еді, д, Я 
特征 函数 在 то 附近 用 台 劳 级 数 可 展 为 
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6008) =1— Tool) 
1 «c : 
Potes a ннн» 


О) -(- Lew Ly 
ET 


ln Кивач — 5 (2) | 


инш, іше 7), Ж 


ъ 


: Jim] а 00)= 


lim 0(#) -e—t/2 
故 R 分 布 函 数 趋 于 NO, 1) 分 布 函 L3 "ES 


BTBTESASNO о), 
"dg ptos, 我 们 来 汗 多 个 独立 均匀 分 分 布 过 和 站 于 


ESSERI. = jeg 
若 各 服从 均匀 分 布 ， 其 分 布 密度 
1 1 
1, —_ << Y 
f(x)={ v TE 
0, 其 它 


NJ n= Y ôs 之 分 布 函数 


k=1 


*145 > 


Ги 2 4 
FD)= Y: cC (v 5) 
x r-0 
而 [о] 为 的 整数 部 分 . 
可 以 算出 的 标准 化 变量/ 这 的 分 布 函数 Fala), 


|н! 
О.(х)=1-Е,(х) 
ж 5, 
由 附 表 5 算出 n 与 正 态 分 布 的 概率 差 最 大 值 AQ, ШЖ 
5.1, 


表 6.1 均匀 分 布 与 正 态 分 布 概率 芝 


" | 2 3 | 4 | 5 | 6 
AQ, | 0.01644 0.00983 | 0.00738 0.00569 | 0.00414 


n| т | ВЕ 10 m 


AQu | 0.00404 0.00362 9.00312 0.00280 0.00232 


"HEIDI 104-2 ESSA ZR SIES AAEE 
ACE 0.003, 5 个 以 上 均匀 分 布 之 种 SESAR 38 小 
40.005. 

不 限于 均匀 分 布 ， 任 意 分 布 n 个 之 和 与 正 态 分布 概率 着 
小 于 


max lE p 
REEL 
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其 中 o Е |ó, |° 为 该 任意 分 布 随机 变量 之 标准 差 与 三 阶 绝 
ж, 
рае 的 增 大 ，26 的 分 布 与 正 态 分 布 的 差异 将 缩小 。 
一 般 认为 ， 当 误差 受到 数值 差不多 即 无 特别 大 的 几 个 独 
立 因素 影响 ， 当 因素 在 15 个 以 上 时 ， 可 以 认为 误差 服从 正 态 
dh, ЖЕКТЕ, ARES 个 以 上 也 可 ， 


第 六 意 正 态 分 布 及 有 关 分 布 


B ERS H 


测量 值 服 从 正 态 分 布 ， 指 其 分 布 密度 与 分 布 函数 为 


1 (х-н) 
foL A 20? (6.1) 
| и 
F(W= | ° 29 da 
其 期 望 与 标准 差 
Е=џ, geo 
其 中 /表示 分 布 的 位 置 ，c 表示 分 布 的 分 散 性 (86.1), 


wh 


зы, = 2 


o 小 
/ 
р 1 сх 


图 6.1 正 态 分 布 参数 意义 


“18: 


ыы 


м 


正 态 分 布 以 其 4，c 表示 其 全 部 特征 ， 记 为 N(u, ot). 
Ма, o*) 的 各 阶 半 不 变量 


Күше0, K,=G2, Km = =0 


偏 们 系数 与 超越 系数 
y=0, ?一 0 
由 于 正 态 分布 密度 曲线 关于 期 望 对 称 ， 故 奇数 阶 中 心 甜 
` š Prr 0 
Шш 48 22 Bt rh Dy E 


— (ny s 

umi iT xte К ç ) dx 

-HY ы 
作 代 换 i3). 得 
э 28-1 
PLANE 2 erdy= enr (АТ) 

290" *(2h—1)(2&—3)--3:12 0" *(2k—1)t 

Пуна 


2o (=ý 
ван (^ I ge 5) da 


1 in (7 1 ед 
=? 4:64 y 


Menem) 
当 R=1， 得 正 态 分 布 偶然 误差 的 平均 误差 
2 
Е-Е 4/2. 
其 特征 函数 
9) =ехр{ш gi } 


. 19. 


因 两 独立 正太 分 布 变量 NO01), Мио Я 
为 өрі Қасынан 11-019], KALESA ЖЩ 


RNG,,01), NGs,01) Z WIS 51Е S 23 T ЖЕ RE IN (js +n, 
сізді), ПЕЖО LIES 
М(ш,010)«М(ш,03)- N(Gu t iu, 91+91) 

服从 正 态 分 布 的 偶然 误差 是 一 个 服从 IN CO, ot) 的 随机 
变量 。 

我 们 称 №(0,1) 为 标准 正 态 分 布 ， 其 分 布 密度 与 分 布 函 
数 特别 记 为 

Фб) re It 


(x) еа 


第 二 节 ” 正 态 分 布 的 计算 


对 N(u,o*) 变量 ， 因 


re e CT (ame) 
故 一 般 正 态 分 布 概率 计算 ， 可 化 为 标准 正 态 分 布 的 概率 计 


E 


下 面 列 出 一 些 入 (0,1) 概率 常用 计算 式 。 
1. 将 e-1/2 WES", "DW 
2 p aig АС 


в n 
у % (i= mE + sSXB БЕСТІГІ; +=) 
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фа 


ж 


(一 1) ng2n+1 
-7= 3s Xx ni2"(2n--1) 
2. WER 
注意 Че /2 一 一 xze-x2/2dx， 由 分 部 积分 


Іле | а-ға 
= eon | ona [ 
== — E de-an 
= — Le-a eh 
一 二 e-a: ах бак 
Е-4-/, етщ xmo во, KA 
PUE De uos е-"(1—&+-15®- 
—AXPXÉ Lea y DOGS C71) ) д, 


R,232( — 1)" 1 x 8x .-. x (n+ Df (x dx 


而 | ,| 小 于 略 去 第 一 项 的 绝对 值 ， 注 意 
A a A 
(й гә) 
K PCI) Ажа, 
T 


3. вых” 
(1) рети 


其 中 y=, |е(!)|<1х10°*%, R. 


De 
р= 0.33267, ai 一 0.43618 38 
0, —0.1201676, a,=0,93729 80 
(2) Q(f)e1—e(t)(b by! bt 
++ 6,0%) + e(t) 
ET RETE 107) 1<7.5х10-°, H. 
~ p=0.23164 19, b,—0.31938 1530 
b,- —0.35656 3782, b,=1.78147 7937 
b,— —1.82125 5978, 6,=1.33027 4429 


(8) Aei tetta tot ted) (f) 
Ж |г(9|<2.5х10%, B 
0,720.196854, cz 一 0.115194 
0:==0.000344, ce 一 0.019527 
(4) Фаине +d +da 
+4 - doi* ) 1° - e(t) 
其 中 |t) «1.5x107, BH 
di=0.04986 73470, 4,=0.02114 10061 
ds=0.00327 76263, 4.=0.00003 80036 
d,=0.00004 88906, 4,-<0,00000 53830 


4. 分 位 点 
ж Qo) | edt, soccp«o.su, WE 
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Qmp WRAN 
н рр te) 


де ted Incl, 160 9)1<3x107, н 
a,=2.30753, a,==0.27061 ы; 
В. =0.99229, b,=0.04481 
5. Я 
Я1 RN, >) 变量 在 [u—0, uo) 内 概率 。 
Я N(u,o*) 变量 在 [4 一 0，Aw 二 ca] 内 概率 等 于 N(0, 1) 
变量 在 [一 1，1] ЖЖ. ЯНА 


2 1.1 1 
P( <) (1з) 


=0.6827 
52 求 正 态 分 布 偶然 误差 的 或 然 误差 。 
AX NW(86，1)， 由 或 然 误 差 定义 〈 误 差 落 于 正 负 或 然 误 


1 2 1 1 
жити), ШАН, = (1-5) = 


i Bim np” 561.07] st AA 38 № 


a, T ait 2 
ыы "3 


。 故 对 标准 差 为 0 的 正 态 分 布 偶然 误差 ， 其 斌 然 误 着 


рм 27 


0 一 1.67 一 


第 三 节 ”分布 的 正 态 展开 


我 们 知道 ， 正 态 分 布 是 测量 中 一 个 基本 分 布 ， 对 它 的 研 
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究 也 比较 成 熟 ， 因 此 对 于 不 是 正 态 分 布 的 别 的 分 布 ， 我 们 项 
望 将 它 与 正 态 分 布 联系 起 来 ， 这 时 可 将 别 的 分 布 作 正 态 属 
Я. 

对 任 一 随机 变量 5， 若 其 期 望 为 E, MERIO, ША 


= {Е новите» 
f(x) =с,ф(х) teg (х) + 9" (x)4- —i- ate х) 


digo) e 
其 中 с, Уж Ў, ф(х) ЖЇ/(0,1) Ж, ф(х), e"(x), 
e? (x), ф(х) 为 g(x) 2-0. 2, ЗИ. ИЗМ 
等 。 
因 
ФО (x) e (—1) H,(x)g(x) 
其 中 爱 尔 米 特 多 项 式 
H (x) (— te D оар 
由 爱 尔 米 特 多 项 式 正 交 性 
т, X men 
0, Xp mien 
Ж Қа) 的 展开 式 两 端 乘 АУ, (х), ROTA 


о=(—1)'|`_Н,(х)/(х)йхк 


[неона 


Нь(х)=1 
H(x)ex 
H,(x)=x*—1 


H,(x)=x°—3x 
H,(x)=x'—6x*+3 
вжила 2 0, 标准 差 为 1 得 


МЕ f(x)dx= 

с 

em. Акито 

uin -Г. (3 —3x)f(x)dx — Eg! 
из 


== 


eem |... Gt 623) f (dx Est - GE! 8 


= En'—3= -А-—3=у, 
жп! 阶 可 得 
К) р(я) — ve а) ле 08у ern 


(6.2) 
RR p, v МЕ 之 信 倚 系数 与 超越 系数 。 Хх Ж Эй Ж W 
E (Edgeworth) 级 数 。 


第 四 节 x ^ 


当 &N(O,1) Bir, Шт > £ BRALI EAO): 
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x) 分 布 密度 


— 1 3-1 бы ZS 
re=] z^r(7) (6.3) 
0 ‚ х<0 
性 质 1 Оо) Езу, о=^/ № 
* oo » x 
0 f xxi c. Rde 
| 3 
ту" X КЕЗ у? 1 zd i 
1 ait pet = 
EZOM re) 
XB 
Ет [Gode s 


А2 oo 44.1 х 
s ON 


= 1 г Ра zy(v4- 2) 
z^r(7) ( 2 ) 
g^z En —E'—2» 
ER? хо) 的 特征 函数 9(1)==(1 一 211) "7 
证 
Еее [Ге әді 


ге 7 
0(1)=— I zi e-sdz 
z2r(7y1-a y^ |. 
=(1—2it) 7" 
由 特征 函数 ， 知 对 x' dr ino 
| БАСА СЫРА (s +») 
由 f(x)=max， 可 得 xo) 分 布 众 数 
X=y—2 
并 可 求 得 原点 矩 
e,=v(v+2)---(y+2r—2) 
半 不 变量 


кетет (r-1)i 


中 心 矩 
如一 27 
Hs=8» 
1,77 48v + 12»* 
-32»(5у--12) 
u — 40v(3v*2- 52» 4- 96) 
НІНЕ 
Шу (Ug ун; 1) 
当 "一 ceo 时， 入 (>) 赵 于 正 态 分 布 ， 但 较 慢 。 
常用 近似 为 
^ 2x! М(мМ 2»—1, 1) 


(HE) 2 P) еме, 


хо) 的 分 布 函数 


F( x°) "vun әт! a 


С ұз (Пр 
г(2) p а(>н) 
又 记 Q(x*) m1—F(x*). Ж ХУ») У N(0,1) 上 侧 分 位 
点 相应 概率 相同 ， 即 车 


Qoo узур], a 


而 Q(x*)=Q(x), mp »-30m 


#2 NER 
жм Dex 9» 


25 972100 时 也 可 用 
= хем 2x! М 2v—1 


Ха а iy 
ZES t d 


35 £—N(0,1), v x) ЖУ; 则 称 
"I 128 . 


t=£/n 
AB Hi EE 29 v М: Ц). 
Қ») 分 布 密度 为 
res -41 
2 x 2 
------ (i+ 4. 
f(x) rij =) (8.4) 
性 质 1 (0) дж, НМ 
Е=0 - 
| sm- Zy, Mya 


证 因 分 布 对 称 于 原点 ， 故 E=0. X 
?十 1 CLER, 


„ИДӨ! нура е. 
NL. > B (š. 2-24. 

而 上 述 积 分 当 v«2M EE, €vo2R 
rep m г(2)7(2). 


rye Ға reis 


:180:. 


» 
== »—2 
ERI Ecc» Шаманы 
1:3: (2r—1)»* 
(»-2)6—4)- (»—2r) 


Hirsi =ar = 


Ш. =а,, = 


ХЖ vino, RO m Š G8 4), 


性 质 3 шуо, (у) 分 布 密度 趋 于 NN(0,1) 密 度 p(x 关 
x 证 (1+ >et, d 


(1) ще в ута Eeen 


又 因 
I _1 
Гоу-М inp 2. 


er 5o» 


其 中 (р) >0(p—oo), Ж 


NE 


>+1 |? 

2/ [| 2 
=| 一- 
2 


» е 
(971! ең 
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1 
ЕГЕТЕ 
r4) 


= г% И 2) ge | | 


应 注意 ， 当 "一 1 BF, 
1 
= nim 
此 时 + 分 布 即 为 柯 西 分 布 ， 


性 质 4 Қо) 的 特征 函数 


у ltl Pa ІҢ 
Sie "E sy 32 5) м 260») 
ХлВ далай. | 
六 节 «ожа. 
在 计算 测量 结 Ж REHA ОНИН, 经 常 要 计算 上 分 布 概率 。 
在 计算 中 ， 常 用 到 不 完全 B 函 数 。 不 完全 万 函 数 (a,b) 
定义 为 
1,5) gig, Jia trat, 0<х<1 (6.5) 


设 将 + 分布 变量 出 现在 [一 # 1) 内 概率 记 为 


= EJ 


。 

2—2 [Ë di 
At)= 50, гу 0+5 К 
(>, mit (1-х) 24х 


t 
ER 0 一 arc Lv N 
20/л, M > 一 1 
2 [9s 00 +-2 созт. DN 


2:4--(у-3) 


А(®= и © ЕЕЕ 


j| sin of EE T3064 52 


在 近似 计算 时 ， 也 用 如 下 算法 。 
ЖУКЕ, дно, W 


“132: 


十 


я 


A(t) = (ef Z 2-а )—1" 
=2@(x)—1 
如 > 和 5， 但 + 甚大 ， 则 


Atami- + ej 
系数 ov，b, 如 下 ， 


下 面 讨论 + 分布 临界 值 计 算 。 
在 误差 计算 中 ， 我 们 需 查 {(>) ЭЖ йік»), Ë 
满足 


P(|t] &ti(»))-» 
经 计算 我 们 列 出 了 附 表 3。 
这 个 表 是 如 何 作出 的 呢 ? 
1. 按 分 布 函数 计算 。 
对 p=0.9973 (v—1, 2, 3), p=0.9545 @=1) 用 此 
BALO), во) 有 时 也 简 记 为 二 
s 当 y=1 ados 


fe diee 
WMV ЕЕ. PLE] В 


Fe Jim [ds 


-Lel lare tgt 


如 对 应 于 正 态 分 布 临 界 值 3c (对 М(и,о%), 随机 变量 在 
[n—30, u-30] 概率 为 0.9973002042«0. 9078), 在 包含 同 
一 概率 情况 下 ， io paa o 

F(t)1 laretgte 1 十 0.987800204 


t=tg 1.56655 5495-ctg0, 00424 0832 

но 附近 余 切 变化 其 快 ， 不 能 站 接 查 三 角 函 数 W. Ж 
时 可 由 下 述 性 质 计算 ， 

#й MET hF 


x (6.6) 


2(2п)! 
в,={ г Sum yy 


当 展开 式 右 端 取 有 限 项 时 ， 其 误差 为 会 去 首 项 ice 
f. 


证 mx WR 


-i- x x 20 оя 
spesa we C 4725 7” 


27484: 


_1 22% 1 1 _ 5 
Bow Beg Bi Bap Bs=66 
691 7 
Bo 一 273 В 6 
一 般 
2(2n) 
В„= ез, 
而 
бале Y wis 
т=1 


注意 San $3402 >”, 即 S, Bü n 单 调 ЕЕ, 
"Кы эң, ШИ. 
#1 Ы 


жеты 
1 1 
TUI gm Seat 
ni 
22n+2 aja л? 


< LB, (2n+2)! х байт 
135 


得 证 。 
将 这 性质 用 于 求 t=ctg0.089424 0832， 则 准 至 小 数 点 后 


二 位 


1 = 
0.004124 0832 235.80 
对 应 于 正 态 分 布 20， 对 + 分 布 
PF) Larctgi= 1:-0,95449 9738 


77% 
12:13,97 


(2) v=2 时 t(») 分 布 密度 
Ь(х)= 
分 布 函数 


F=f Мәде 1 — LX "nip 


对 应 于 正 态 分 布 30， 对 上 分布 
Ру) = 1+0.99730 0304 


xt -%/% 


2/3 0*5 


1—19.21 
(3) 4 v=3 k Қо) 分 布 密度 与 分 布 函数 


fte e 3 
Р) = +1 


对 应 于 正 态 分 布 3c， 对 + 分布 二 9.21. 
2. AX 
对 p=0.9973 (v—40 Æ 100) 用 此 法 。 
当 分 布 函数 之 值 相等 ， 或 
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2-1 (f n» 
Anm е di 


时 ， x5 Ped Ку) BGB s ti dm 


А f. 


t=x+ŠL ha f DERI Ped 


f= 1 (x° x) 
fi dc (6% +16 + 32) 


5 - 7 5 PIR, 
fi s Uu -F 1925-4- 1735— 15x) 


az 一 -一 一 2 
fi "d deinde +148255 


一 1920xs 一 945x) 
这 样 ， 对 应 于 正 态 分 布 30 К, х==3, ў 
fi=7.5, f.=17.24, fs=30.1, f,=34 


当 »>40, fo. 0005, TS 故 为 使 准 至 小 数 点 后 3 


Һ 


fi, BULTAR. 


同样， 对 应 于 正 态 分 布 2o Жо, Эши Ж. 


3. HERRE 可 由 现 有 表 计 算 ， 如 用 参考 文献 [8] 中 
表 。 当 用 反 内 播 法 求 + 时 ， 用 线性 内 插 已 可 保证 小 数 后 2 


第 七 节 FA Ж 


EE ПАУ, nb xt), v~ x'(,) RU 
¿=¿/n 
ЖАНЫ», n Fd; Fo, m), 其 密度 
К и ) м.) 


n » 


f(x) re. ayr) (р) бя 
х>0 
0, 22 


性 质 1 ЖЕ, ») 分 布 ， 其 
E= y, »2 一 


2 itni 
ew] > ей ‚ э>4 


Е 因 下 面积 分 当 SC38 , Ша 


» 
q 1 
xx 
ОЛ уру “= 


(ә) 2 


(6.7) 


со 


t -1 
қ Í % бы) 2 ^ 


I (+) rint ұғы 


á 1 в( "+2, m z2) 
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r(*3 »st2 ы (22 "=2) 


NE 
EH. cun “С D ақ) 
ue 
»,—2 
2m М 14 (э, +3) 
RATRE vor Ee TUAE), ИН 
c int. 


性 质 2 FO, n) 的 特征 函数 、 原 点 短 、 偏 倚 系 数 与 超 
越 系数 为 
=M, -%, ES it) 


e) rG rr G-r ere 


3 
р ={8(,—4)( (27, +y, —2)*/(.(», —6)* (»,4-5,—2)))H? 
yim s= {nai 5 01—9)vi )-s 
其 中 M 为 合流 型 超 几 何 级 数 符号 ， 且 ar НЕ "<. 
在 方差 分 析 等 ， 常 用 下 分 布 概率 ， 其 计算 法 如 下 。 
Ж F(vi v) 分 布 函数 记 为 


u 


Peme rE) 


ES 1 
n2 э? 
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N + 


则 它 与 不 完全 8 函数 有 关系 
О(Ё,»,»)=1—Р(Еу» э) m LR, ЭЕ 


у 
其 中 xm NEC 
若 正 态 分 布 函 数 
D(x) = |, е" dt 


тї 


=Í ғ+(1 m )-6-3)) үу”. 
即 有 P(F»,,9,) e D(x) 

Хана О(Е,(э,»,))=р, ОҒ, SQ, 0))-1—$, M 
F(»,,»,) 5 F(v,,») 分 位 Kel 


Fy(vi,7,) = 


F, TOO 

XF, 1, x* 分布 满足 
Q(F,v,=1,x)=1—A6;x), і-А/Ғ 
limQ(F;v,,»,) =Q), ХЭ F 


y;00 


limQ(F;»,,5,) 21—Q(x*;,), X= 52 


v> F 
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ЕЕШ 其 它 基 本 分 布 


第 一 节 ”一 点 分 布 与 两 点 分 布 


一 、 一 点 分 布 
仅 在 一 点 取 值 的 分 着 称 一 点 分 布 (图 8.1)， 辑 
Р(&=0)=1 (7.1) 
Ї Ял, жо. ағ» 
| E-c 
N er 一 0 
图 7,1 一 点 分 布 (1) e e 


二 、 两 点 E 


仅 在 c Жо, OUR AD Жк RAPIT 3), № 
{Р-ев n 
À Po) P, | : 


EzP + Ро, 
в={5(Р,—Р!) +94 (Р,-Р1)—2Р,Руок, 
$ 7 
1 
! 
1 
—— 


图 7.2 两 点 分 布 


61) e Рей +P,ett% 
在 系统 误 基 研 究 中 ， BER = —c,=cBP.=P,= + 
я, ин 


五 一 0 
EM 
第 二 节 二 项 分 布 


车 我 们 作 几 次 独立 实验 ， 每 次 实验 以 概率 bp 出 现 事件 4， 
由 凡 次 实验 中 事件 4 出 现 k 次 的 概率 服从 二 项 分 布 ， 

比如 在 放射 性 测量 中 ， 任 一 粒子 可 能 衰变 也 RAE 
变 ， 则 * 个 粒子 经 一 段 时 间 后 襄 变 R 个 的 概率 服从 二 项 分 布 ， 
又 如 产品 质量 检查 中 ， 由 于 一 批 产 品 中 有 好 品 也 有 次 品 ， 车 
从 这 批 产品 中 连续 抽 ? 件 ， 每 次 都 是 从 这 批 产品 中 任意 抽取 
的 ， 又 设 每 次 抽取 都 是 独立 的 〈 当 每 次 抽 得 的 样品 在 下 一 次 
抽 到 前 放 回 原 批 产 品 就 能 做 到 这 一 点 ) Д п 件 中 恰好 有 名 
件 为 好 而 的 概率 服从 二 项 分 布 。 

设 每 次 实验 中 事件 4 出 现 的 概率 为 p?， 则 nn 次 中 8 次 出 饮 
A，+n 一 k 次 不 出 现 4 的 概率 为 p*(1 一 p)"“*， 由 了 平 事件 4 的 & 次 


在 "次 中 共有 (。) 种 安 指法 ， 帮 由 概率 加 法 定理 ，" 次 实验 
中 次 出 现 4 的 概率 为 图 7.3) 
Р(х) (рар), hm0,1,-,8 — (1,8) 


此 时 称 事件 4 出 现 的 次 数 В 为 服从 参数 为 x"，p 的 二 项 分 布 


~ 
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Bin р) ВЕЛЕ E, 
В(п,р) KE Ж 
бзу= УЗ emp(k)=(1+p(e#—1))" 
4-9 
又 二 项 分 4 
Е--пр 
I =npq 
а= /npq 
из==пра(а—р) 
== 8n pg +пра(1—6ра) 
其 中 gq=1 一 p。 
偏 倚 系 数 、 超 越 系 数 与 举 不 
变量 为 


d Р 
к! == np, кера Ф (ғ>1) 


当 p< ЖЕ, pH и Я, р-1ңу EUR 
Жу Зу п->со Et 28 T 0, 

d 5,5 ЖА B(m,p), B(n,,p) ЕЖУ, 
六 所 十 到 的 特征 函数 

6іу-(ре ау" (pe"+ ауға (реч аум» 
Е А Е В(п +, р), Вован 
理 。 

. 168: 


ВТ 某 桔 间 有 12 台 车 床 ， 每 台 车 床 由 于 种 种 原因 时 党 
бе. ПАЯ, ааай на 
АЧА недр р, ЫЕЕЕ АЕА 4 fe RUE 
于 停 率 状态 的 概率 为 多 少 ? 

招 任 一 时 刻 对 一 台 车 床 的 观察 看 作 一 次 实验 ， 由 于 观察 
结果 只 有 停车 开车 丙种 情况 ， 且 生生 府 床 停车 开 车 E 相 独 
立 ， 故 由 二 项 分 布 知 所 求 福 率 


2 4 38-4 
Pay» )(4) (1-4) “=0.2385 
例 2 在 放射 性 衰变 中 ， 设 时 肇 为 0 时 ， 放 射 原子 的 总 
数 为 NV,， 经 时 间 + 衰变 掉 一 部 分 ， 国 此 可 把 N. 个 原平 分 成 
衰变 掉 的 与 设 衰 变 掉 的 两 种 ， 已 知 单 个 原子 在 时 间 t 内 衰变 
掉 的 概率 为 bp 一 1 一 e 尖 (4 是 该 放射 物 的 衰变 常数 )， 则 驮 赛 
ЖК Ха=1—р=е`м, РЕЖЕ, RERNA 
粒子 的 概率 为 
PN= pw мү 
在 时 介 t 内 衰变 掉 的 粒子 平均 数 为 
N=E=N,p=N,(1—e-*) 


Ў (1—е-м)\(е-м) No 


potes 
а= М.ра = (N eid 
AK, ци нр ЛУ TORRENS, WJ 
ca NN 
EN Rk, РЕ N—NA«N, К 
ox (N—N)-N ev М 
TEHER АЖЕТ EBAY Ж. 
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因 二 项 分 布 给 出 * 次 实验 中 成 功 x 次 的 概率 为 


от s EE е" 


当 它 用 密度 为 1(*) 的 分 布 代表 ， 因 f(x)dx 代 表 x 一 x 十 dx 的 
Жж, SAEN, Ж 


do чс" 
到 标准 化 变量 
tm ИР. 
Мпра 
Esmi npa, Mx==np+s, É — 
f(x)= pres 


СО 
用 斯 脱 灵 (Stirling ) 渐 近 式 

ni =(2zn)šn"e"s 

可 得 Mi 

Ка) ` s aptas) + £ "mm 

"mu 


np nq 


la (v 2znpg Нун yo 7. 


` E I —(m-—++)ia(i- 2) 


ИР. 
将 右 喘 对 数 展 成 级 数 ， 考 虑 T ove 为 有 限 
情况 〈 即 x 在 其 期 望 附 近 ) ， 则 当 # 趋 于 无 穷 而 b 不 趋 于 0 时 得 
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5? 
In( A/2znpq f(x) — SL 
- s. 
=- 2 npq 
fn JESN d 


Eds—x—np, ЛЖ прес, Ж ot=npq, 9 


(хай 一 


此 即 正 态 分 布 ， 故 当 ” 甚 大 时 ， 可 用 正 态 分 布 近 似 二 项 分 
布 。 


第 三 节 泊 松 分 布 
车 随机 变量 取 值 9,1,… 的 概率 《图 7.4) 
P(E=r)= T e (7.4) 


其 中 为 正常 数 ， 则 称 # 服 从 泊 松 分 布 。 
Pi 


图 7.4 АЭЖ 


ER 党 包 服从 二 项 分 布 Bn,p) 且 pe (ЕЖ), 
меаи, 
146, 


证 
P( er» ( Ра" 


ота 
TES 11-1) - (0-77 


rl Я 
| =) 
Bl 
1 f—1l 
1 一 二 1…(1 一 一 - 
lim (1-2) ze, T =) E * аі 
аз» аз» (1-2 
Ж 
lim P (#,=r) = 
泊 松 分 布 的 特征 函数 
= anA aranea yo (e 
Nm 229" ki eme = A 
шө eh e'! е ее 一 1) 
于 是 其 各 阶 半 不 变量 人 ,一 4， 而 
Е=А, с=мА 
"Ty. yam =} 
坷 所 及 名 独立 服从 参数 为 4 及 加 的 泊 松 分 布 ， TEST. 


特征 函数 


еМм(е''—1)е\м(е''—1)==еОч+М)(е'—1) 
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故 所 十 名 服从 参数 为 钱 十 入 的 泊 松 分 布 ， 即 对 泊 松 分 布 成 立 
加 法 定理 。 

$1 卢 瑟 福 和 盖 革 观察 了 长 为 7.5 秒 的 4 一 2608 个 时 间 铀 
Ripe nie eq RC apt Cm, ap т 表示 放 
Шай дн ЗБЕ АЈА 3х 《如 表 所 列 ) ， 它 们 可 


用 泊 松 分 布 描述 。 —- Low T ax Т 
在 该 段 时 间 内 ， а 质点 个 数 平 | PC. 
均 为 1 | 203 | 210.523 
ded. 2 | 385 | 407.361 
人 s | 525 | 525.495 
4 | 532 | 508.418 
+ 5 | 408 | 393.515 
p= N gor 6 273 | 253.817 
i! 7 139 | 140.325 
8 45 | 61.882 
tnb, sp W, n пр; 的 符合 
a US AMEN. 3 27 29.189 
10 16 17.075 


的 。 
| CFR EB BA А АРЕ 
布 。 因 泊 松 分 布 
À 


P(#=r)= ү, e 
r! 


2608 | 2608.000 


м 


当 泊 松 分 布 用 连续 型 随机 变量 的 分 布 代表 时 ， 后 者 的 分 布 密 
度 


feo Ee 
将 r 坐 标 换 为 x=r 一 4 坐标 ， 则 


Š Art 
fT ° 
AT VE 4 


TUR ° ҚАДА ні) (151) 
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由 斯 脱 灵 渐 近 式 
п! =( ыы 
并 考虑 当 x《M 时 ， (144) menn. " 


zi 
f(r)=(2zA) *e 


代 回 r 坐 标 ， 得 


=. 
2 1 


ic HOA ES A NGA). 


第 四 节 АЖ 


随机 变量 £ 服从 均匀 分 布 UL[4a，b]， 指 其 分 布 密度 (图 
7.5) 
1 


一 一 ， a<x=<b 
e= | ys (1.5) 
0, 其 它 
而 其 分 布 函数 
о. х<а 
x—a г 
F(x)=) ша, a<x<b | | 
1, x2b A S 
йт XU[o,b), K 4 
Е= "te. 图 7.5 өзді 


«M97 


6 6-4 2 
о |! Е. 4х= (0a) 
性 质 ? ”对 ULa,6], 其 
вона (09—66) 
证 
кое e 


brem cl 
= 6-а а |a OET) 
性 质 3 ЖЕЗІЛ-а,41, № 
E=0 


(e^ — ate) 


1 
о= а 
м3 


sin at 
о = 


其 中 B 为 由 


el — Л 
定义 的 伯 努 利 数 ， 它 的 一 些 值 为 


B, B=-4, B=} 
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DT RE Жә 


证 由 性 质 1 及 性 质 2， 知 


Ee. =0 


ge — 1 = 14 


72,73 A3. 


(а-а (созо + isinat— (cosat—isinat)) 


下 面 去 求 半 不 变量 x, 因 


By 
j-* етай ! 


RAB., B, й t, 


因 

ln t 1 1 
IL WE = 
2 2 2 4 

L toc t ТЕСТЕ: 

(229-і; 

Sid ЕС ан 
2 < 2 t "= 2 өл ее 
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积分 得 
t 
sh - 
MN В! 
Inm te 
2 


其 中 C 为 常数 ， 因 гон, (i7) 51, i C 一 0， 于 是 


1 
sh - " 
їйє 2. Ву? 
i A 
2 


因 除 已 外 ， 其 余 B 训 一 0， 故 


t 
hi v But 
f nU 


sinat shiat 
二 人 


= v^ B. 1 го; A 
0(+) = PEST ан tym y (ins 
ше) 2а (27: 2 290 = PU ) 


као. ium er 20)” 


性 质 4 x £—U[o,b), Ж 
es 5-4. 


2 


- 152. 


=. 


Mamma m Кр 666 c= 0 : 
(b—a)* 
. Kee =В„- — 
š LIUM = —1.2 
证 гэта 20-279, әбей 
к-втавшанЕзЕЙІ, Өкі, ҒА 
као 1. (b—a)*, 1,0, “= д - 
АШ | 


т =- =b 


к=к. В lo pt 
* gf 120 / 12x12 
БАН fs ES MESS gc КС B VE RC rp EE ERIS EE 


Wb, ИЖЕ Ж C ИНА QK 


第 五 节 ”三角 分 布 各 梯形 分 布 ， 


两 涩 立 同 均匀 分 布 或 不 同 均匀 分 布 之 和 分 喘 称 为 至 用 分 “ 
SWEAT. 

MERO EG eU oso], Moit MRA 
五角 分 布 的 密度 〈 图 7.6) 


жем ， 一 2a<x<0 
И) ма, бс (7.6) 


о, яй | 
s « №8. 


证 “ 因 生 一 0[ 一 ool， 故 其 密度 
ELE 
хна, өлен 
f). lal<a 
шыу, ж,б аи 
Поле iG f(s) р, аба еы ta 
随机 变量 7 二 各 二名 在 9<x 时 的 概率 《图 7?.7) 


Сс"... 


ШИ. 三角 分 布 图 7.7 =й. 
Рек) = P(E +&<х) 
[| ана 


. 


ях: <x 
-1 | Г pour 
г жа <x 
РЗ ЭДЕ —а,а, —a,a]t& rp х, СН, 
1. 当 xx 2, $=0, F(x)-0; 
эң. к LP AN 3 T(-e, 


1 +20), F(x)e-u (+ 18) 


2. 
£2), #5= -: 
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3。， 当 0<x<20， Sg? 10-я), 


Fem de (odore deter 


4. x22a, 5=40, Е(х)-1, i 


将 上 述 РЖ. 
性 质 2 WIARE I 
0, : ‚ x<2a 
(аза), | 一 2c<x< ` 
F(x)= Ç : 
diee). < 
1, ` х>>2а 
Е=0 


s= 1a 
证 Р(х) 可 由 上 面 证 明 中 得 知 。 Ахат 
Ж, ЖЕ=0, Хон Ж, 
性 质 3 ЖА-4Л-а,а), &-UL—5,5] В B6>a, 
Win-£ АЛЖАН 〈 图 7.8》 ҚАМЫН 


ЖИМ Жо 
[s —b—a«x« —b--a 
1 ; 
Их) =, —b+a<x<85—a (7.1) 
ася 2 Peste 
0, ARE 


78 


Е--0, ом е : 
ЁЗ БЕЗЕ КТО ЖПК НАС -b-a : 
角 分 布 、 梯 形 分 布 。 图 7.8 ВВ 


BAS RERAN 


随机 变量 E BA EER АГ — m, md, MRA A ER 
《图 7 .9) 


Н 
| 
1 
l 
1 
| 
1 
1 
T. 


— — 
图 7.9 БИЕ Ж 
1 
м-| тв m (7.9) 
0, 其 它 
由 有 积分， 我 们 知道 ，4s[ 一 m,m] 的 分 布 函数 
0, x«-—m 
F(x)= lel 元 arc біш 5 -т<х<т 
1, xm 


由 第 三 章 第 三 节 例 2， 我 们 知道 ， 若 5~0U [0,27], W 
msin(&-F&)cAs[ —m,m], За, 

性 质 ж4--А5|-т,т1|,Ң 
156. 


Е--0 


1 
o= — =m 
M2 : 


(= (т) 


r 
° Ш. d Vds" теат 


其 中 Jo 为 0 阶 贝 塞 尔 函 数 。 
证 因 分 布 对 原点 对 称 ， 故 互 =0。 又 
m x . 1 
Wi 
pe i 
Je х==тѕіпу, Л] ‚ 
fv m 二 dx=m| cosiydy т? | 1+ созш, 


2 — a; 
一 5 arc sită + зми 


ж 

ede que toners 
X 
Фу c | 


4 157. 


-if 1 costmy d; 
мн d 


1 


令 p= —arc siny, lJ у= —sing, аф=———=— dy, 


^ 1—y 
当 g=1 Bf 9--7, з у=—1 № p= 故 


ко =н —imsing)( — dg) 


LA 
= 二 三 cos( —fmsing)do 


sell Ese e) 


= HIC —ímsing)dg 
因 0 阶 贝 塞 尔 函 数 
Јо) = ЕКЕ 


Ж 
0(t)= (іт) 
| 
=+ Y (p (my _ 
Лат) 1+ 22 ( 1) (viae 
Ж E . 
= (27)! _ А 
| Har (11)%% 
» иг: =0 


mU uet, рыб 35 
n 3^4 8”, B e= m us 1:267" 
从 而 
p= 5-- 
u и 
у: = ся 一 8 一 -一 3 一 1.5 


.. 度 盘 偏心 引起 的 测 角 误差 等 服从 反正 弦 分 布 。 ° 


而 分 


- 第 七 节 切 尾 正 态 绝对 正 态 与 
对 数 正 态 分 布 


一 、 切 尾 正 态 分 布 


”在 实际 工作 中 ， 常 将 服从 正厅 分 布 之 个 然 误 差 N(0,08) 
中 绝对 值 大 于 x。( 如 304) 者 别 除 ， 而 余下 误 准 所 服从 之 分 
布 为 切 必 正太 分 布 ， 可 算出 其 分 布 密度 《图 7.10) 


No | 


布 函数 
0 


F(x)= bem, 


1, 


其 中 . 


LONE 
H Ж 


0 


—22, 


ЕЕ 


Ф.(х)= 


(7,9) 


х<--х 
—x,<x<x, 


ЕР? 


1 (б-вл 
Z ге di 
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fo, 


a +Ë 
4= зт 
ГЕ ла --% 
он” ° “он 
ЖА “对 切 尾 正 态 分 布 ， 其 图 ?7.10 ЖИЛЫ 


Hw. 2 


证 ” 园 分 布 对 原点 对 称 ， КЕТТІ; 
N(0,1)T4URR, KI Hk(T.9)8/R 
f(x)e Agit), ікі 


1 
其 中 4 一 E09) ‚ Ж К . 


== [° tam edema (1-27 х2Ф(х)вх ) 


—A2. o e ce а 
-4 {1-2 | + |, == aee 4) 


=A (-%ьяа)3 -Ф, (4) 


Ф(Ь) Ë 
Sist CUR 


知性 质 成 立 。 
当 £N (0,03) Tx, toI REM, {Еп=4/оя, Bi nod 
N(0,1), Кош E, Ho E 


ao 1600 
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=. ай 


ж#н —М(о,ок),д= | EROR ACRES ЯМ 
кез), DANTES ACRe() 5 Ф(з)88, ЖИА 
ЖЕНЕ УН (387,11). 号 分 布 函数 为 


2 x 
—2 (=), > 
көзі ut) ot (7.10) 
0 


， RB 
ro-| 26, (2) , м 
‚ o xu 


OPH, 绝对 正 态 分 布 购 


4G) 
图 7.11 ЖЕЖ тц ЕЖА 
Е. ФИ 
Ali N(u,en), WTR&ARPOSEÉKOEAXRA H. АЭ ШИ 
度 〈 图 7.12) 


Tp 


баян š 
кезі EC ie (та) 
ç 0, х0 
分 布 函数 
1 шх - «си 

көзе — e dx, :x>0 

0, х<0 
На 
| gau ы. 


+4 оў " 
ome" 2 8 (e 1)% 


对 数 正 态 分 布 常用 于 卫生 系统 ， 


第 八 节 ” 欧 拉 分 布 与 马克 斯 威 尔 分 布 


Ж ~N(0,06) 独 立 ， 则 称 
s= + ET 
ЖАКЕ ЖАН, 亦 称 瑞 利 分 布 ， 同 时 称 
=v Ei +i E +&+@ 
服从 马克 斯 威 尔 分 布 。 
如 子弹 离 中 心 距离 服从 欢 拉 分 布 ， 分 子 运动 速度 服从 马 
ЯН. 
现 求 分 布 密度 。 因 21 密度 为 


1 TUER S -a 
io: 2л © "ол > ) 


x 
=— = 000, х>0 


é 5 £ 联合 密度 为 


1 ti 
CimeJxxt ғ” DORA 


#181 密度 (图 7.13) 
f(x) fo, odo 


L9tx—-v . 
20V dy 


. 1 
-| соль ° 


BELL D 
2ло1 етой 人 v(x—v) de 


- Pr B(š, +): = 


x 
=a 209 x0 


X š +š; S EE 合 密度 为 


M PTS zima: 
е 290 е 208, х>0 


РЕГ SOM 
Фо? / олу 
Н у>0 S 
Наа 密度 图 7.13 KRIAS 


ss zs (9 x—v) : 


Li 1 
!; 20} V ono 


dde VE ex 
Oin 2n 


HW TB 密度 为 


y Jt. 
fa)--yre 200, y»0 


` 263. 


WA EFETE 密度 为 | 
а IF -B 
052. 29", у>0 
于 是 ， 得 欧 拉 分 布 密度 (图 7.14) 与 函数 


гоа € PP, я> 


(7.12) 
0 , *«;0 азы 
ро) (i7 1. o 
.0 , х<0 
жә š 
y 
图 7.14 НЕ 图 7.15 马克 斯 威 尔 分 
” ”走马 克 斯 威 尔 的 分 布 密度 《图 7.15〉 与 函数 
х [2-X.. 
REL Мао c (7.18) 
0 ,Xx<0 7. 
x x x : 
к=] 2 o(7)- 2 (2)), 820 
0, <) 
其 中 


_ ыр, 
ж-е, $0 mI at 


性 质 1 对 欧 拉 分 布  。. 


证 EE 
2 — 
к-| a aep э. 
Lo X9  . үзі 
хе 798 dx = 39 
ж 
ЕР= | -2 e ах 一 以 um XUL 


о%= ЕРЁ—Е°=( :-5-)д 
性 质 2 对 马克 斯 威 尔 分 布 


一 201 
故 一 一 一 — 
E=. | 20, 
又 E = 
Epe[ e Le e ax 
= à КЕ |=, ге 
因 xi ==. 
Е xte 20 dx=30} 4A 
m : 
Ей =Зо% 
ө-( 3—1 


第 九 节 ”均匀 分 布 含 成 


在 误差 分 析 中 ， 有 时 会 遇 到 几 个 均匀 分 布 ， 送 时 层 求 它 
们 的 和 所 形成 的 分 布 ， 这 就 是 均匀 分 布 合成 的 问题 。 由 均匀 
分 布 的 合成 ， 我 们 可 以 知道 和 分 布 的 分 布 密度 、 分 布 函数 ， 
并 可 找 出 其 极限 误差 与 标准 差 之 比 即 置信 因子 等 。 Í 


一 、 同 均匀 分 布 合成 


Жі, Š, v, En 为 独立 同 分 布 的 UL0,1] 随 机 ЖЕ, 
此 一 事实 亦 记 为 6 на UL0,11, 而 йа 代表 独立 同 分 布 ， 后 
“166. ^ у 


кеў ° Gao 


pnm, 


首先 我 们 来 ж i-i 的 分 布 密度 А(х). 


E é #[0,1J ERIE, У 5 RECO nR, FÆ 
4-. 
fa(*) 在 [0,m] 外 为 0， 因 


net 


Б-ны VE Tet 
也 是 由 式 (3.23) 知 | 
= молений © (тл) 
因 х-160,11, #t€[x—1,xJ, АМ 
ЖО ТСО (1.16) 


下 面 依次 求 J(4)，fs(x) ;f(x), 并 用 归纳 法 证 明 fs(%) 
的 一 般 形式. 


1. R f(x) 
此 时 n=1, Ш 
41. 20,11 
һа)={ 
0 其 它 


E xE[0,1]， 因 х—1<0, SoR f,(x) Ж Ж 积分 下 限 应 
жо В f(x) 之 第 一 段 


P. 


Же di=x 


“ц хЕС1,21, B xi, ЖЖ 卢 (x) 右 端 积 分 上 限 应 到 1, 
此 时 fa(x) 之 第 二 段 
fuco f, 1 а. -1—(x—1)22—x 
于 是 : 
Í x€[0,1] 


f(x)={ 
2—x,  x€ 1,21 


这 就 是 本 章 第 五 节 三 角 分 布 的 密度 。 
为 便 与 fn(x) 比 较 ， 我 们 可 将 上 式 写 为 


хЄ[0,1] 
. fi(*)= 
x—2(x—1), x€[1,2] - 
2. o fx) 
当 xEf[0,1] 时 


fato +, (t) di- [1 а=; 


ж xE[1,2] 时 ， 因 f(t) 在 [0,1]，[1,2] 段 形式 不 一 ， 
但 [1,2]J 上 的 值 t 一 2(t 一 1) 为 [0,1] 上 的 值 : 与 一 2(t 一 1) 之 
和 ， 故 
fato, . tdt e [6720714 
zi КЕ - [20-104 
=f tdt -全 tdi [аа-а 
RARE IRER 1 一 1 二 v， 并 注意 定 积分 与 积分 变 


量 记 法 无 关 ， 故 
` +88- 


| і.) |, tdt -三 tdi -全 2040 
-f idi 一 | зә 
当 xE[2,3] 时 
д-р r2 1)t 
-[. tdt ei -Геа-ош 
2 2—1) [20-0 
”一 fa (әй -[. (уш 
-[ге-)й - 
sfat- 20-04 
E (2—1)dt 
令 第 二 项 积分 中 1 一 1=4， 第 三 项 积分 中 1 一 2=v， 岗 
= (+ 人 udut [o do 


=: (x) + 人 sudo 


с aciy e$ (ay 
-lG-3* 


故 得 


* 189 - 


. (т : х610,11 


fix) Ap-iG-D, x€[1,2] 
Ab -io-)e cay, хє[з,з] 

3. ЖҒ(х) 

当 xE[0,1] 时 


= (Лад 1 
| ше 2 dt cue 
当 xE[1,2] 时 


Рао) |. z^ dt- fS aiya 
» (21, кы ФЕ °8 
ЖЕНА ЕКА 150, NM 


fax) Шеше іза- -f um 
=e dt — e 2000 


4 
=z- e-o} 
当 xE[2,3] 时 E 
Габ) | зел) + Заале 


= Bg (tnus -f 3an 
=f z dt [зе 1)'dt jo» >“ 1)'dt 
^ 170. 


72 + [Зена 0) ] S -1ydr 
+ [Зач 21" | 

令 右 端 第 二 项 积分 t—1=u, 第 三 项 积分 t—2=v, M | 
fa(x)m fa coe [^ Sede ШЕТ, ` ч | 


fax) + 全 30740 


еее 
当 xE[3, 们 时 | 
fof, i«P—5(0—1*30—2)! Ht | 


即 . 

Ы 1 2 2 
fao |" 3 f —30—1)dt 
(1 ЖЕ ass *3 £93 
(iem [iem ° 
3 2 3 — 3, 
+Í зача [зе 2)'dt 
Sfat) + (I ims резал 

+f. 3(t—2)dt 

因 


- 2 —2332l(i— 
т“ —3(+—1)*+ 3 (1 2)%= 50 ay 


1 


又 在 下 面 第 一 式 右 端 第 二 сав 第 = 项 积分 


t$ f—3-v, HJ 
3 2, d 
fafaa) +f, уан f Layar 


=) -[ ped [7 уаз 
=/ш(х) -р 2v'dv 

ВЕ , 
s e-( А )(x 一 1) +( А (2) 


=( ` Ха-зу) 


于 是 
іе x€[0,1] 
s ie-( Je] БЕСІ 
(0) ei 
fx) 15 : 
+, e-a} x€(2,3] 


4 4 
+(,)6-2 (1) 0-30} ез, 
ER fi(x), Р(х), Р.(х), f(x) 图 形 如 图 7.16, 
МВ, Яу- IANUE, OOBUERH FE 


“112. 


fi ` 、 
NA h y 
TN 
XE UR. 


_ 0 1 2. 3 4 
© 图 ?7.16， 同 均 匀 分 布 和 的 密度 
fs(a)=fa(—z-+n) ` 
从 ҺО) {хуй eh, RR 
ың г, | я Sn 


vulc -C)e-o апа 
Ж * | A кА 
Trd- H 
е п ` d ЗЕ 
] +}, 00 osa 


eic) us. 


+( ^ )e-27 yes 
Jo) B 


x( : Je-one (1) ; )х 


хб), 5. x€[À, h--1] 


чет" езін" 


(Decem 
x( Jecone- cones 


«C ЕЕ D", ` aE[n—1,n] 


(7.17) 
24 x€[n—1, я], 由 f(x) 之 第 一 В fa(— naa 
出 fo(*) 之 第 n 段 为 
fem eC 1) !(x—n)n7i 
今 将 式 (7.17) 用 归纳 法 证 明之 。 即 设 falx) RE, " 
[а,ә 
导出 /...(х). 过 程 如 下 ， 
й xE[0,1] 时 
feto f d 
Ж xE[1,2] 时 
feux) J 


" 1 
"idie 2 Й 
1)! di т %° š 


ni 
а [CEST dt 


+f wont, "amne 


Sfar, i(x)— -| + ⁄———tt" "dt 


Ts Т 


-f Ti 人 i ЕЯ 
， 令 右 端 第 三 项 积分 中 1 一 1=v， 则 


“174. 


Һаабд-Һаа(д- W (== ту; ріш 

ет Қ у 
п п+1 

oan (С) a 

farial) ы» ә-Г тезі, ус. 
кемен i ео" 

ntl 

ня 

3j xE[2,3] 时 

ие =, сертте С ,or Ja 


food enne 


W - + 
. 1 NE 
= dt dt 
uus > т п-1 
+ br 9-0 x 
n 
(#—1)""idt 


*[ с=з, 


Ж А 
"Джу )а-әучш 


ҚЫМ кетеуі геи" dt 


«p ею, )(—2)°-'ей# 
$W JR !1—1=ш, — 注意 


+1 
CC PUDE 
Yv*-2 n 
+f сеш 
Бар at ав 


= fe (77 Deco ui За-а») 
由 上 可 见 ， 当 x€[k—1, 和 时 
n 
feste [es (вен 


h-2 p. E 
十 … 十 (一 1 (p) D idt 
H dep C" R) (t—k—1)*-1dt 
= а) +(—1)' 


оч n Je-i-ir } 


176. 


ARH xe ee 118 se OZAR, М 
ME R re s ye- ne 


ee oan ) 
«con^ y 1-Е) jer 
- Aro Cn pore 


” - 
О nds Con 


4. LUC —1)""'dt 


«f — ÜÓ yeni 


仿 上 式 有 端 第 二 项 积分 中 t—k—1 ic 第 三 项 积分 申 
ntl 


1—8=0, жав" HG )= ( ‚ ) E" 
Я | {єс 
‚п 
A rm E a и = 


sfat (ai (ee 


wn. 


* . * 
————— — a с 


=-1 СИ eco ( yen" 


m 
uv i)" ... 
ын ео 


п+1 Tum nl А 

ЖЕТЕ сте i 200" 
FÆ, 4 хЄ[п— 1,0] 

festo euni e7-( Әе- 1)" eee 


十 (一 px" y t—n—2)"-! Ии 
«f. CEST cxx y t—n—1)"-idt 
Leere 


M el 
' ` 


*cuon( от} 


ntl 

п—1 
We eln, n+ ПВ 
TR L UTU A 

О ЕН! C) 1)” Re 


+(—D"( IN: i-a-2) . 


_. 78 。 


+ ^ X 1—1)" e | | 
因 | T | 
Tod s | | 
: | 
feos m fees) d C МЕ 


DAC pus 

+J: Чис yaf" M De 
Гуи (ао | 
T коо why £d qne ` - 
(^ emm ona ; 


(—1)!(t—n)*"tdt 


+f (CEST 
令 右 端 第 二 项 积分 中 二 9 一 1 一 4 第 三 项 积分 філо, 
n n+l Е 
wa( ун) w 
10+ I 


-pr 


( "yu "a || OA «рн 


п— 1 
Ыш Кы орн ne 
Ue )o-i »«( "у= 2)" 十 一 


«co oco cn 
n1 | ndi i 
(уен с Aem" } 
n—1 n . : 
从 而 用 归纳 法 证 明了 式 (7.17)f。(x) 的 形式 。 
fn(*) 的 一 般 形式 亦 可 表 为 


15) п 
Guy ЕСУ ( e-o (тл) 
фл] хво. ` 
f.(x)#[Rk,k+1], &—0,1,-,n—1 БКА. 
fn(X) 是 一 个 样 条 函数 ， 
刀 (x) 是 一 个 不 连续 的 函数 ， fa(x) 连 续 但 有 一 个 不 连 疙 
的 导数 ，fs(x) 有 一 个 连续 的 导数 全 有 一 个 不 连续 的 二 阶 导 
Ln Ut 
将 fo(x) 积 分 ,可 得 iid 510,119 
一》 和 


Жажа 


(=) "n 
F(x)ed-Y;co( em ал» 
РА 1 1 
ac itp |-3. 1] wa 


аы. (7.20) 
Tj & 14010,11], TA 
— 
ы п 
б= i t=é = 
夺 是 由 的 分 布 密度 式 (7.18) 与 分 布 函 数 式 (7. 0) E 的 
分 布 密度 与 分 布 函数 
һо =+) 


[ *+7-1] 

1 б п "no э-1 
"= 5 . (-1) CX у г ) (7.21) 
š l [D баса E 
Е.) = > c( Xen ) 

А (7.22) 
# m йа U[— 1,1], МИН 
— . ， 
т= 281—1 61.23) 
Wú £ 4000,1), Яя 
— . 
。 | т 


я 
n=} т=22—п 
3 іш! 


于 是 由 的 分 布 密度 式 (7.18) 与 分 布 函 数 式 (7.19) 可 得 7 的 
分 布 密度 与 分 布 函数 


fem fes (2) 
Ете 
= Z(n—i) > (—1y( : )(х-++п—2 yt 


(7.24) 


[7 á | 
Е,(х)= 52. > ct +в 2)" 
2 
(1.25) 


мена U-35, 5]. е-е Yt nsum, 标 
жж оуу, атин сав анс P i 
数 Р(х), ЖЕШ 0(9)-1-Е(о), RENNRS. 

若 6 为 偶然 误差 〈 其 期 望 为 0) ， ШАЛ ЖАН 


Р(18|<А)=р (7.26) 
Db [RR 0.95, 0,9973 等 值 。 
称 
A 
= = (7.27) 
为 误差 5 的 置信 因子 。 


182: 


[I BEL 


对 个 独立 同 均匀 分 布 bo 一 二 


туд, м а 


4-1 


п-з1(1)10,12,со 


р==0.6827,0.95,0.9545,0.99,0.9973 


的 置信 因子 如 附 表 6. 


， 二 的 偶然 误差 之 


对 应 于 ”个 独立 同 均匀 分 布 6, UT —а,а) 的 偶然 误差 


(a 任意 ) луд. 其 置信 因子 亦 为 该 表 。 


二 、 不 同 均匀 分 布 合成 


设 -U[—-a,a], ¿,—U[—x,a,], +, 


Gs] 独 立 ， 今 求 
《一 о" 
zem fx), 
因 А 分 布 密度 


ZEE sel eia] 
o, RÈ 
нанят, м 


2.0 一 Gnv 


(7.28) 


(7.29) 


поди - 1T ap gi(u)cost(u— x)du 


1 N a "gu cost(u—x)da 


1 


ел. A 
?ла, f. + Ка, + x) + Ка — x))df 


Е zur қ + (sina) (cosxgdt 


[5 
мә-Г. fi(x—y)g(y)dy 


= 点 六 fior 


"SN asina, itsinastcosxtdt 


zi zia, 
也 归纳 法 得 
А.х) = E [а ү Sinai fsina;f-- sina „сов 
я 


id 2 
П sina, t= da Y (—1)и+ +k, 
io hy tamil 


: sinfto, + (7 1)5 a+. (1) S ——1, y 


H sina/fcosat 2, x ( —1)h ha, 
e LEM 


*sin[Lo C7 Аа + (1h a, (— 1) ўе 


stre 


* 184 - 


ЕСЕ 


тос 1 го w. 
тай sina,t cosxt #=| sina;fsina;fcosxt а-- 
о 


р š —1\[° 14 
一 sinoufsinozfcosxl( 一 J, +|, + 
(sina,tsina;tcosxi)dt 


xt 
1 — tsingfcosa t а,.1:0-1=0 
1 


lim sina, sina,t соза 1) о 


1->% 
К 1. š 
f gr Sinajtsina,tcosxtdt 
=Í 4 -4. (sina,isina,fcosxt)dt 
0 
县 有 
Ж 4 
[= т) Ti sina,fcosxt dt = i. zx TU dr 
- А m 1 С” 1 de! 
[ IH sinadcosst dte t y, || + dev 
п sina«tcos xt Jat 
4! 
EE * 
= 1 ^ 1 а 
f iua). f APT 
INS 


n 
(П sina,t cost |at 
481 


但 


-9 sin { atl. - acos( at— "1, ) 


=а sin( at "la +- %) 


я-1 б n—1 А 
—j1n-i 5114 GÍ— —— m ра sinai 
drer sin (t7 5 n mor sinat 


1 (71 
f(x) 2^(n—1) лав, -0p f t „5 ʻi 
(71) thei x [aj (-1) H (4) а, 
EC 1)x]""'sin(a,- (—1)ha, 4 .~ 
C7 1)54a, + ( —1)x))dt 


(^ sint л 
j, Site E 


当 а ЖЕМ, FRAS анау, Du 

Г са inet dai E E dy --- 
жалдан, ЕЕЕ Фу, жені? д 
Ж, Ж 

[ta аерган 


= 6. 


72 
故 令 
0, x»0 
б(ху={ 
$i, х<0 
қы 


Г Hina y S axo 


e, а=0 
于 是 


1 
fO gei, Б =! 


(—1)h tha GLat(-1 Ya (71 Уз. 
Tai (— 1), ee (—1)50, + (— 1)x]77! 


(7.30) 
Я f(x) 为 偶 函 数 ， 故 的 分 布 函 数 


Е,(х)=0.5+ f. G)dxon0.5--U. (0) 


її UG f. Gods, FE 


1 Ш саа и 
е ‚тт П sinagsinxtdi 


л 1 тұ... 
— f| T0; d. NES а IIsinctsinxtat 


1 Іі dæ 1 = 
-— e ЕС ЗЕЕ —1)hTe 
usc t di 2" T D^ AS 


“1”. 


. sin(fa, +++ (—1)%аа„+ (—1) mx] i-a dt 


1 c bod 
M c ЭНЕ DRE 3 25 ee, а 
Sayra, ajo t A m А Ife. [ai + 
ы 


+ (1) 4 (7 1)hx]"- 
sin([a, + + (—1)5a, + ( 7 1)5x]i dt 


2 


аа в 
2?*'nja,a,--.0, ren 
(—l)h+--+h+G[a+(— DP axi DA 


s&CD* J a (—1) a = 


C1)" a (1) а] (7.31) 
而 和 《 在 [一 x,x] 上 福 率 为 
P,(x)=2U,(x) (7.32) 
PUER fa(*) 的 形态 ， 


БИЕ Ха, Хо] fa(*) 为 0, 在 [一 2a4,2a4] 内 如 下 。 
3in—2, iaa, 


а+а,+хХ Ч 
SEC x€[—2o,—a, —3,44,) 
de хЄ[—а+а,, а—а,] 
а,--а,-х 
“a x€[a,—a, а +0,] 

即 第 五 节 中 梯形 分 布 。 


Ш n=3, Ж а22а:203 
1. ща —a;<Çças 


* 188 - 


T а:аз a, (а+®+а+х)* i 


x€[ —3,—0,— 85, —9,— 0, +03] 


1 
"jaa, (аға), 


XE[ 一 9 一 0 十 0s ,一 0 十 qz 一 0s] 


"gag вом, (а1—а,—9;+х)*}, 


хЄ[—9+9,—93,91—9:—03) 
fO) uuu {4azas 一 (ai 一 cz 一 as) 一 和 2}， 
(х) = ` 
хЄ[91— 9—03, —в +0 +03) 
1 


`16а,а;йз —{8а,а,—(о—а,—а,—Х)*}, 


X€[ —а,-+-а;+а3,0,—@,-+ as] 


1 
аа, (а,--а,-х), 


x€[a, —a; + 0,,0, +a,—a,] 


чш, -(Gl 十 az 十 3 一 %)2， 


ха, +1, —a,, d, - a; +04) 
2. "a,—a 2a, 
fs(x%) 亦 在 x 的 七 个 区 间 有 不 同形 式 。 其 中 第 一 、 二 第 
六 、 七 区 间 及 其 上 fs(x) 表 式 与 上 全 同 ; 第 三 区 间 改 为 、 
XE[ 一 1 十 0s 一 03, 一 01 十 Qs 十 6s]， 第 五 区 间 改 为 xE€[al 一 a， 
一 cayGl 一 +a), B E fs(x) 表 式 与 上 全 同 ， 而 在 第 四 区 
Е 


fx) 7$ "x x€[ —2, +a, t 2,,0,—8; —0,] 
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当 "一 4， 设 anaya, 

为 简单 起 见 ， 设 1 二 1， 即 取 a1 为 单位 长 。 

Ша, Жа, Жа, ва, 无 重点 时 ，fs(*) 分 为 
2 一 1 三 15 

段 ， 每 段 有 不 同 解析 形式 。 

2351,0,,0,,0, 大 小 关系 不 同时 ， 则 /,(х) Ж, m 
1 一 0 一 as 和 0 
1-4,--044-а,<<0 
1-а,-а,>0 
а.—а,—а.>0 


则 


dia а, (х+ 142,3-2,4-0,)*, 
x&[—1 Rd ЧИМ 
ttt) 十 一 一 一 et, 


x€[ —1—2;—2,--a,, —1—2;4-2,—«,] 
Ш(@+1++а—о,)#* | (xrlta ra) 
N 96a,a;a, 16a,a, 


xE[ 一 1 一 9 十 oa 一 0 一 1 一 0 十 cs 十 o] 
1 
За; C 1*9), 
i x€[ —1—4;- 3, 2,, —1+a,—a—] 
-(x Tt1—24,—2,4a, )* 


а а. 


-i gag (Х+1+а—,)* Tus 


a: 
аз 
Au ~ (aata 12 


x€[ —14-0,—2,—0,, —1--a,— a,--a,] 
—a,y i-us 

-1 (x 十 1 一 à,—2,)' 484,0, ' 

Mcd LATI 


dics а, 


(x 2,)(1—2,—2,)* 


"(x —а.—а.— з_ 
тв 16а:0:4, 


+4, x€[1—6,—2,—0,,1—23;—a,--a,] 
теа) 

82,8, 240,4; + -806 fas 

x€[1—a,—a,+a,,—1+a,+a,—a,] 


1 
一 2. — 
(9-43 96а,0,4, 


{4а,а,—(1—а,—а,)®}, 


COL 


Y Жаш, 


s (— 2,)(1—2,—a,)' 
“(х Phésbeepe) ауада T 


t: х6І-1--а,--а,-а,,-1--а,4-а,--а,1 


cel ЯЕ ld. 
162,0, (х—1+а+а, )* +3 48а, а, ' 
x€[—1+a,+a,+a,,1—a,+a,—a,] 
1 
—— — — 3 - — 
asama, U L8! — бал; 


1 


*(x—1—244-2,)* = u aae 7579 


(aata ® 122), 


x€[1—a,+a,—a,,1—a, +as+a,] 
—1 
да, (х—1—а,), 
хЕ[1—а, + а. +а.,1+а,—а.—0в.] ` 


(x—1—a;,—a,4-a,)* „-(*—1—-—,)* 
96a,a,a, 160,а, 


а? 
+ ае , хЄГ1+а,-—0,—0,,1+0,—0,+04) 


є чи 1 
© 1—a, a): вап, 


x€[1+a,—a,+a,,1+a,+a,—a,] 


- ml - --1-- 一 — 3 
963,03, (x—1—a,—a,—a,)*, 


x€[ 14-2, + a,—a,,1-- a,4- a,4- a,] 

一 般 ，fn(*) 在 [一 Za,Zai] 4h29 0, dE [7 Za, Za] 内 
可 分 为 2" 一 1 个 区 间 Са, а, +... а, 无 重点 ) ， 每 个 区 
间 上 f(x) 的 形式 不 同 。 

我 们 常 需求 均匀 分 布 和 在 [一 x,zY] 上 的 概 Ж P,(x) X W 
信 因 子 k， 现 算得 它们 如 附 表 7。 

7 Я Н. 4 а,=12>а„==а,(0.1)02>ау=а,(0,1)0 
Za,=a,(0.1)0 时 

1. 标准 差 o 及 Р(о)248) 


2. x=0.5(0. s) 2p. 5 之 P,(x)4Ë 


3. 对 应 置信 概率 P=0.6827, 0,95, 0.9545, 0.99, 
0.9973 之 置信 因子 &, 
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第 八 章 多 元 分 布 基础 


第 一 节 ”随机 向 量 基本 性 质 


一 、 数 字 特 征 
对 于 随机 向 量 


£= U (8.1) 
£ 


由 第 四 章 第 二 节 ， 我 们 知道 ，& 的 期 弃 
Ев 


\ ; 
nf | NOD 


Её, ! 


5 的 方差 阵 


E((£ —E£)*) 
Vš=E1 («--ЕӘ G-—- ED Е-Е) (%--Еһ)) 


Е-Е) (&—E&)) у 
Е{(&.—Е&,)*} Е 


2. 


of 1:010» 
=| 010.0» оз * (8.3) 


\ 
BVE Я nx n 阶 对 称 阵 ， 主 对 角 元 素 为 分 量 方差 ， 非 主 对 角 
元 素 为 分 量 间 协 方差。 
当 各 分 量 无 关 ， 则 为 对 角 阵 。 反 之 ， 若 Vš 为 对 角 
阵 ， 则 各 分 量 无 关 。 


二 、 特 征 函 数 
随机 向 量 上 的 特征 函数 指 
(1)  E(eit'£ у 
тейт tib } (8.4) 
其 中 


ЖА, En +, 54 中 任 一 组 8 个 变量 的 特征 函数 可 将 其 余 
4-h 个 变量 对 应 t! 取 0 而 得 ， 如 前 4 个 的 转 征 函数 为 
E4eiti£it iii bb) }=0 (1,5, 5,1. ,0, 7,0) 


(8.5) 
三 、 线 性 变换 
考 随机 向 量 5、7 间 有 关系 
л=4А„+ Аё | (8.6) 
BJ 
En= A+ АЕ (8.7) 
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Vn= A(VE)A’ 
此 因 ; 
En= A+ E( AE) = A+ АЕ 
Vn=Et(n—En)(n—En)”t 


(8.8) 


=Е{А(&—Е&) (Е-Е A’ = A(V £) A 


Я ERRELE, ха, Xa HAERA D, | 


然后 算出 加 权 平 均 


x ibn 


作为 c 的 最 佳 值 。 今 求 残 差 w 一 % 一 x 的 方差 。 
Aux AA, Н 


v=x gpr 


w 
Ж =? раар, Крн 
e dz 
则 
ізі P я 
NT EB ota CUTS. 


х 
=( Da pn _ 29) 
Ом” Ом” ' Zb, Ë 


因 各 % 独 立 从 而 无 关 ， 于 是 
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i 上 
vp |= 7% ы > 

a | 

Xn gi 
1 
Pa 
故 
1 
b. 
>b А 
(io lh mi" = 
fami їр 5р’ e уе а, А 
1 
pn 

Ури 

d^ 

= р/р, 

= b,/2b, 
=T(1— 3А 1 
B7 1 Ep + (S 2 de 

+ с 


TA š ny 
-2(1- 25 g* " 
д ED ) ыу Go be + pn) 
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Vv,—oi—ci 


V (x«—x)221—6i (8.9) 
Врх, ЕН ЛЕ SET КЛЕЕВ 25 3. 
当 对 某 量 等 精度 独立 测 得 %， 算 出 平均 值 


xe Хз 
则 亦 有 
V(x,—x)2201!—oi 
四 、 期 望 方差 阵 及 协 方差 阵 性 质 
FERA, B, C, Ри 
(—) 期 望 方差 阵 
EC=C 
Е(АЕ) = АЕ& 
E(A£--Bg) = АЕ&-+ В Ез) 
(АА А’ 
(C 协 方差 阵 
BENAR, n 间 协 方差 阵 指 


ap = ELE EEn- 0% 
Е-Е )(m— Em) Elé — Ef.) m— En): 
=| Elta — E£, )(n:— Ет) E(£& —E&)(m— Ет): 


Ф C) t = 


H P 


мА 


сә КІН Есоо(2 п), "EX — ит EREE, Е 7 无 关 
〈 指 相互 分 量 无 关 ) Шо=0, 

我 们 有 

1. as 一 Or，ace 一 FE 

2. om=E(én’)—(EE)(En)’ 

3. Жр= АЕ, б=Вп, WJ 


c= Ao B^ (8.10) 
4. ре АЕ, C—BE, Wl 
бұ Аса В’ = A(VE)B^ (8.11) 
此 时 y 与 6 无 关 的 充 要 条 件 是 
A(V£)B! =0 


5. Жф--А5--Вп, MJ 
Vy A(V£)A' - B(Vn)B' + АсаВ” + Boy, A^ 
НЕ, тех, MI 
Vy (УФ) А” + B(Vg)B* 
6. Жр= А+ Вп, 6=СЕ+ Do, Wil 
Gy; — A(V£)C' + Aot; D’ + Bos4C' + Bor D’ 


第 二 节 ”连续 随机 向 量变 换 


我 们 经 常 要 从 随机 向 量 
Ë 
sf) 
5m 
导出 另 一 随机 向 量 


. №8. 


效 时 也 叫 n 是 由 5 变换 而 得 ， 并 需要 研究 它们 性 质 的 关系 。 
一 性 质 1 sQ ei ss 而 
m= (D; Én), im 
PRESON o CN EB. Жала 
yim a6, Xn) 


1. HER RGB QJ a) 
2. 存在 连续 偏 导数 52 ，… СД 


财 向 量 7 有 密度 
(ул, Ya) = (хх, xn) IXY (8.12) 
Жа (х,у) ХУНИН, Пі 


“= 


Ya 
_ тах | TERES 
rac ys l | = |6) 
РЕЛЕ 
ду, ду» 
0x, 9х» 
ду ду» | 


ДЕЛЬ | _ 1/ | Эл, Pata) 
9(yi,- Yn) 180, 7,2.) 
Е 由 多 元 函数 积分 变换 ， 知 
Кх,., Xn d% dx, f(x (у, , Yn), Xal Yi, ,Ya)) 
МХ У) idy, dy, 


故 7 密度 
Yi ys) =F x, 2.) (Х,У) 
BORYGEHUOX, H 
Кж, ,Xn) dx,- ах, =} (х\,- `, Ха JE iata) 
aly,» +Y 
aaa) ed 
得 证 
O(X1,* ,Xn) 一 1 /19( ws) 
Pl v [sad 
所 谓 雅 可 比 式 指 
1. 对 向 量 
X, Ui i 
"0 
Xn Un 
| | 9g ду 
( йі Өх, x, 
а, 
|= |а. ы - | 
| ди» Yn 
| óx, Oxn 
ө(х;, - x. l 
ш Сот = - IY) 
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2. НЕЕ 


Uu * Ui Xu c Xis 
r-{ >. | e r3 
pn 

Yri Ут x” 


而 Y 与 X 无 相同 元 素 ， 有 


МЫТ 


| (nius Уа а» Yr" lis, ға) 
J(y 295 | Ox, Жал, * Xn Xin „әт, * 0а," Хе») 


дум Oyn . ду дун Е дуп Әл, у. | 
Ox; Óx, Ox», дл, xp, Oxin 9хһ! 

| 

дун ду», I дуз дуз " бу. š ду», А ду 

= Bx, OX, Ox, Әс, x, Ox, 224 


Bysn ду» ду» дут Әуе дут ду 
8x, Ox, Әх,, 0x, 0x)» xi, Ox», 


将 矩阵 了 按 列 分 块 写 为 
Y=(y, ,У,* Ya) 
则 将 yeri 排 于 ys 之 下 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 pn 维 列 向 量 ， 它 称 
XY» EY, BD 


уі 
- 
Us 
TR 
ЩҮ,Ху=1(ї,Х) 


3. 对 于 对 称 方 阵 


Un ` Um аз ° Ха: 
|. ер. < ) 
уму © Yan Xar Хан 
它们 除 对 称 元 素 相同 外 ， 无 相同 元 素 ， 有 


CENAN ` Ynis Men, * Uns, "o Yan) 
"EHE E O(X., Xy, * Xm X22 t ,Хаз,",Ха) | 


即 此 时 只 计 了 ， XETCAWAG. 
性 质 2 ”同性 质 1 条 件 ， FARBY НЕ, WEZ 


换 之 
| 
证 [4 


д(г\,.,2») „0001, *, у») 
O(yi,° Ys) 9(х,.,%) 


82, | 0n By . | ду, 
ду, М дх, д», 
д2, 02.) 09у, 90|, 
ду, ду, Ox, дх, 
乘积 矩阵 中 i 行 j 列 元 素 


? 02, ду, дг 


тау) Oy. óx, 一 x, 


азын” 20) Si GREEN, 
性 质 3 车 _ 
Y=AX k 


m р эз 


Я ЛҮ,Х)-| 41% 


202. gnum 


? 
Y= 224%; 
k=! 


m 
(ga. . Diu... ви SOUS, биз 2,2%) 
m X» ' 'Ox,," 'Oxo,' "дха” 'Oxp, 
72(0,*,0,*,05,*,0:6,:,0,*,0) 
于 是 - 
| A 
Krg| ^ | ЕРТЕ 


| | 
Ж Жп=1, NY—AX, mJQ.X)-|4l. 
ы ә» 


性 质 4 XA 5 为 非 异 方 阵 ， 
Ү-СХС”, mJ(Y,X)-|C|r* 

证 因 非 异 方 阵 C 可 写 为 初等 短 阵 Cs 之 积 ， 即 

С-«С(С,--С, 
于 是 
У=С,С,.---СьХС1.--С{С! 

ПВБ ЗЕЯ ХГУ SPARE EE, И E2 

ДҮ, X sC C, rt] |С 
即 知 性 质 对 非 异 方 阵 成 立 。 

ПЕШАИ ЖУ, нж жж, ЗИ 
知道 第 ( 下 ) 种 初等 矩阵 可 表 为 ( T I ) 种 初等 矩阵 之 积 ， 故 
AUCI ) 种 初等 矩阵 万: 及 ( 工 ) 种 初等 矩阵 Es, (А) 证 明 即 
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7j, H 1 


Es(4)= 


рќА)= 2 


BY -EG)XE!LQ0) ВХ, УЖ, ІН 


Ел ха Axy 
了 一 x+ Àx; + Xit Axi 42у 


Xp tH Ах), 


У 
-ort А 


tX» 


TJI(Y,X)&—4^-—füME, EHARA Ж 


J(Y, X) 212 | Eu)” 
设 Y=D,(A)XD:(A), WJ 


/ Ха Аха 7 Xn 
Y= | Ахи :A'xa Ах 


62 LOPEZ 
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МСУ, X ) 为 一 对 角 阵 ， 主 对 角 元 素 有 p 一 i 个 为 人 1 个 为 
А, RARO. ЩЖ 
ҚҰ X) Arni АА um DG) 


第 三 节 ЕБИНЕ 
一 、 二 维 正 态 随机 向 量 
$i А, 
E XI ULP exc ү ) 点 密度 由 式 
《3.17) 知 为 
ТОРЫ Tp rs 


ПСА УГ а) vac A 
0,0% | 


(X) | 
01 


Қаш, олына, ы, сЕ, У 5 2, 
0 为 上 ,与 所 的 相关 系数 。 

我 们 知道 ， 二 维 正 态 随机 向 量 的 无 关 与 独立 等 价 。 

用 平行 于 平面 XX,OX, f EU 8 f(x1,x) 所 描绘 的 钟 形 
Daim, HRA D EA XOX, MH жн 
KAAR и, она) Я 


(а-а) За) ps) баа)" 
ГІН : go. =s g 


一 Const ， 
对 每 一 椭圆 上 所 有 点 ， 分 布 密度 是 同一 常数 ， 这 族 椭圆 称 为 
ЖЕНІЛ. 

引用 期 望 与 方差 阵 


i)» 


8 
Ve=( Lb od: )=> 
ооо, oi 
则 
1 =0#0+(1—0?) 
- ~ 
1 g: 9,0, 
n ü ka | ) 
Қы 1 
оо, oi 
于 是 


Fs Rm qu rex [7$ sao} 


= n 维 正 态 随机 向 量 
随机 向 量 $ Ж n # ES A i REX 点 处 的 密度 


| jx х.) = (er ТехР{— 0-и 


za) (8.13) 
其 中 为 6 的 期 望 ， 之 为 的 方差 阵 。 Жа ~, (u, 3) 
~ Ми, X), 
性 质 1 #£—N(a,2), ПНЕ 
900) exp Gu't- t > (8.14) 
证 
206. 


1. 先 证 若 .4 为 对 称 阵 ， 则 


oo 


j. zu 'Х-{үХ'ах dž, di, 


Ол)” -A 
= (8.15) 
对 A 存在 正 交 阵 C 使 


C'AC=K= h | 
k. 


其 中 有 为 4 的 特征 根 。 令 


"et 


Wü :=Си, x R X=CY У, Wjf^Xeu'C'CY =Y, 
X'AXZY'C' АСУ =У'КУ, B|]J(X,Y)| =1, Я 


ie. fem mm aa 


Em Is e ini ду, 
; -20 
四 一 维 正 态 分 布 的 特征 函数 


e K dyme x ud SS 


[s e 
[4 


< EV MIXTO фа, 
e "i ІШІ dy = в pu 
| 2 Ys МЕ i 


B ERR, = IK um Lal, i 


H 
1—9 E (2g)vig 2w Ks 
XB ИК 故 


-lt 
е {2л 


эге” i 
2. я 


"x 


(o7 ose gne 
exp {Аи 5ч јаза, 
Я сиски часы 
mm 
Tee UE (22) „ж 
一 ezp(p it 一 二 58) 


性 质 2 " 维 正 态 向 量 分 量 的 无 关 与 独立 等 价 。 


证 由 第 四 章 第 三 节 相关 系数 性 质 2?， 知 独立 导致 无 - 


类。 又 若 5 的 分 量 无 关 ， 则 其 方差 阵 允 为 对 角 阵 ， 从 而 5 的 密 
度 


шш 1 ч 
ху," №) oP > 


Ы 


еее) = Рб) 


于 是 各 分 量 独立 。 
性 质 з НЕМ, 
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n2 4+ А N (Ao - Au, АУА”) (8.16) 
其 中 4o 为 mx 1 阶 常量 阵 ， 4 为 rm 阶 常量 阵 。 
证 HE HRERS 
(1) =ехр ін” tir 31) 
取 t==A’u 并 以 4 作为 n 特 征 函 数 的 自 变量 ， 则 因 ” 一 4,= А, 
Ри’ A£—u'(n—.4,), ІП 
0(t) = E(eit't) = E(eiu'G1—49 )==e—iu' AE(eiu'n) 
于 是 7 的 特征 函数 
(и) = E(eiu'n) 
zeiu' At) 
cexp(iu' Ai nt — Li Zt) 
注意 1 x IMER Aum Alu, Җ 
w(u)=exp(i( A+ Au) ui— и (AZ А/ уш) 
ne N(CA Ap, АХА”) 
性 质 4 Ж4--М(0,04), ЕСЕ, Шла СЕУ N 
(0,04) 
证 由 性 质 3， 因 此 时 o0, и=0, A=C, КЛМ 
3 结论 即 可 。 
此 性 质 说 明 等 精度 独立 各 正 态 分 布 偶然 误差 经 正 交 变换 
MEARE, 


第 四 节 ”样本 与 统计 量 


在 数理 统计 中 ， 称 所 研究 的 随机 变量 6 的 全 体 为 总 体 ， 
从 总 体 中 随机 地 选 出 几 个 值 (4, &, --, А), ХААВ 
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为 样本 ，m 称 为 样本 大 小 或 容量 。 

由 于 样本 是 从 总 体 中 随机 选取 的 ， 因 此 它 有 代表 性 ， 邵 
жанан. 

—№, RARE, МЫ, En e, БАНЕ 
укилжы, TE, НИКИ 与 分 布 密度 为 
F(x)5f(x), ПКЕ, &, +, &) 的 分 布 函 数 与 分 布 密度 为 
ILF(x) БИ»). 

样本 的 函数 称 为 绕 计 量 。 如 有 两 个 样本 

(61,62,.° ,6s) 
(13,777.08) 
则 有 统计 量 如 样本 期 户 


t-lxü 
样本 方差 
s= уо) 


样本 相关 系数 


бада. Z(&—-E)m-5) 
AZ(EÉ—E)- Emi) 


ЖЕЗ ”直接 测量 中 的 分 布 
一 、 一 般 分 布 
若 我 们 对 某 量 等 精度 独立 测 得 


Xi, Xg, ttt XR 
一 般 %t 服 从 正 态 分 布 ， 于 是 Xi,%,,… ox 2939837 |Н SN (a, 
ct) 3 ш, 
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此 时 有 


1. вет Zu Ми, Z) (8.17) 
5-а 
эту Ж? (8.18) 
2 (- и) в) (8.19) 
上 述 显 然 。 且 
2. -A Dluga) (8.20) 
x—u * 
X73 (8.21) 
n(n—1) 


为 证 明 上 述 两 式 ， 我 们 先 引 出 一 个 引 理 ， 
费 希 尔 (Fisher) 引 理 225,25, ,xs 为 独立 同 分 布 NN 
(0,07) 变 量 ， 且 有 p<n 个 线性 函数 
Jio 04 X, сх, + oonXn,i=1,2,%,p 


其 中 ces 满足 正 交 条 件 和 标准 化 条 件 
^ +l , {= 
2294 oo M 
则 二 次 型 
Оба, яа) = ux Ty mi 
KRAF, ,ys 目 有 
9дан) 


证 由 第 二 章 第 八 节 性 质 6 知 ， 对 标准 正 交 列 向 量 系 所 
2: 


形成 的 高 阵 G， 可 找 得 另 一 高 阵 ， 与 G 配 成 正 交 阵 ， 于 是 ， 
我 们 知道 ， 以 (cu/，…，cis)，i=1，…，p 为 前 2 6H, 
ЯНЕ Се (са), 作 正 交 变 换 

Ү=сх 


тї anni 


WJERX-N(0,2*1), &Y—N(0,0*1), Ник ЇЇ (0,03) 
独立 ， 而 


= Уу-уу 


m 


因此 Q 不 依赖 于 ，…,y* 且 是 一 个 独立 正 态 变 量 平方 和 ， 
得 证 。 
往 下 证 明 我 们 的 结论 。 
由 于 % 一 /与 x 一 与 %t 平 移 无 关 ， 故 可 考虑 测量 值 % 一 夺 
《0,01) 独 立 情况 。 
因 


(а-а) 


nsi = У (0—8) = Y ух] я! 


=! 
p= =FR =... n. 
用 引 理 ， 取 力 一 1， 幼 一 AW/ n x at vict яд 
nD 


Riu TE, Bē~N(u=0,-Z-), i 
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қ с 
8-н Е G-u тт 
Sluk) | Elay 
n(n—1) с (01) 

fiit. 
BJ 若 测量 一 次 的 偶然 误差 标准 X Хо, ШІН %--М 


(4 后 )， 知 平均 值 的 标准 差 为 了 5-， 从 而 多 次 测量 后 平均 值 


~i(n—1) 


的 误差 比 一 次 测量 的 误差 减 至 -六 5. 


例 2 Хт, МУ знан 
P(itiito)-p 


ЕГІ ТОЛЕ: 
а-а EGET аа) 


n(n 
故 


P(13— uiti Jc, 


而 # 的 极限 误差 《置信 概率 p) 为 
Еур 
Д=Ь(п—1). TUSCE (8.22) 
如 对 某 量 测 5 次 ， 得 
299950 
45 
61 
40 
67 . 
Wijk-—299953, EH Жр=0.95, ІН ИНӘЗЕЯН,.рВ(4)- 
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2.78, Ш 


РЕН 
А=2. 78. A et. 78x5.0=13.9 


хаш жр=0.9973, НІН ЖАН Ш.(4)--6.62, №9 
A=6. в)" epxs.0=ss.1 


二 、 汤 普 森 分 布 
(—) 定义 
жа, Š, ++, 有 为 独立 同 分 布 W(0,o3) 变 最 ， 称 


t= : (8.23) 


为 服从 参数 "一 1 的 汤普森 (Thompson) 分 布 z(n 一 1)。 
下 面 我 们 求 汤普森 分 布 的 密度 。 
EX AL EE 


PNE т aina ~i(n=1) 


71-5 Un “Уйчан 


当 + 由 一 Vn 增 至 MV n，t 由 一 2 增 至 >， 若 t(n—1)89 $r f 
iiS. (x), ШІ 


P(z<x)=P( t ау CORNER. d 
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求 导 得 r(% 一 1) 的 密度 


f(x)= 


` — (8.24) 
—1 

> r (==) 
Жи, Шіх|>т%/(х)--0. 

当 # 一 2 时 ， 上 式 为 

fü) gm 

故 r(1 ) 为 反正 弦 分 布 。 

当 # 一 3 时 ， 上 式 为 


f(x) =>— Uy 


故 r(2) 为 均匀 分 布 。 
当 n>3， 汤 普 森 为 对 x 二 0 对 称 的 单 峰 分 布 。 
对 一 切 mw 汤普森 分 布 期 望 为 0， 标 准 差 为 1。 


〈 二 ) RH 


ENRERE, s, --, sN, ойу, жне 
均值 和 NA 
n= 150-8 
则 


所 一 ”~r(n 一 2) (8.25) 


今 证 之 。 无 妨 于 证 明 , 设 4=0， AX REESE RES Y, 
而 且 
Vm пя -jtt + 
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п{ = (ия Ху 


m 


pu n ЕД 
5 


Узи 
Ну, +, Уа N(0,0* flr, 得 证 。 
在 研究 粗 差 时 会 用 到 汤普森 分 布 ， 
r(m 一 2) 在 显著 性 水 平 < 时 临界 值 re(% 一 2) 以 m 为 引 数 可 
由 表 8.1 查 出 ， 而 re(% 一 2) 为 满足 
P(|v(n—2)|774(n—2)) =а 
Ф та (0—2), п 6, то.06(6— 4) ==1.814, 
ve(n—2) 8] fg ARRIA, РАН М 


E 
P(it(n—2)1 15(n—2))—a 
[4 


_01—1)хй(8—2) 
е na Tin) 
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38.1 ™(n 一 2) 监 界 值 
т =т= етт тете 
п 3 4 5 6 tT ^ 


0.05 | 1.409 | 1.645 
0.01 | 1.44 | 1,716} 1.918 | 2.051 | 2.142 | 2.207 


| 
| ше 
| 1.167 1.814 1.848 1.810 


ni 9 | 10 5 20 % 30 


0.05 1.885 | 1.895 | 1.923 1.934 1.941 1.944 


0.01 2.256 | 2.294 | 2.399 2.441 2.415 2.493 


三 、 极 差分 布 
将 某 量 测 得 值 x, 按 大 小 排 成 顺序 量 
хохо, 
车 独立 测 得 值 on 的 密度 为 f(x)， 则 顺序 量 的 联合 密度 为 i 
Fat) Kl). АЧХ Ski) 的 联合 密度 为 


па) (|” ода) аи) ns 
уг) = А vi 


LI 其 它 
而 极 差 w 一 %w 一 xc) 与 Yo 联合 密度 为 
R+ 
nD fondo) tf) fev), Ro 
f(R,y)={ и 
SM E 
жаш АР<СОВГ 80, R> H 


fü» СЕТ f^. (QU Канд Кач mds 
dis NGOs) HR, 218 
:2п· 


1 2, 
LAr /2 
Юон (MORAR Чи 


"C 
КЮ) Tz 
= me: 
此 时 E= ,9 "Ë PO 


当 n 二 3 时 
fane eC), ^ ee Cin ya 


当 # 一 4 时 


A2 -R. n 
(R= a y (7 Xz- T... wi 8? 
(—sR'sec*0)d0 | 
极 差 可 用 来 算 标准 差 。 


四 、 最 大 残 差 分 布 
ЖЕЕ ИНА, х, 6, х. Ми, с?) У, ЈЕ 
Е 
sm Ex 
则 绝对 值 最 大 的 残 差 max|vs| 的 siu 


F 1 ------ 一 一 
өзе); ТЕН УТИ] inr шй 


dx, dx, 
其 中 M 为 (np 一 1) x (n 一 1) 阶 方差 阵 
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— оз 
п 
че crue 


пля 
Q, |x. |<a; >“, |-1|<а, xit хл <a 
ЖШШЕ ЖЕШ шах |о 的 分 布 密度 ， 并 可 求 出 其 期 望 与 标 
准 差 ， 以 供 实际 应 用 ， 


第 六 节 ”两 组 测量 的 分 布 


若 测量 值 独立 服从 N(w,o*)， 当 测 得 两 组 值 分 别 为 
х, х, у Xni 
Uu Уз, 79, Um 
则 МАУ 
ару), ини) 
其 中 


Rey lin sy iy 
为 第 一 组 统计 量 ， 而 y 及 si 是 第 二 组 相应 统计 量 ， 
下 面 作 一 证 明 。 
无 妨 于 证 明 ， 可 设 pr 一 0。 用 正 交 变 换 将 两 组 全 变 为 zi， 
…，znitnz， Ш 
z2= n, nmn 
则 二 次 型 
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О--п,8і +s; 


т” aL 
xak 5 
= ух + Y —njX'—njy 
4-1 1-1 
mtn 
= Ys 
1-3 


由 上 节 赛 希 尔 引 理 ， 知 服从 自由 度 为 m 十 四 一 2 的 Xi 分布， 
于 是 


mtm | ЕСЕ 


ЖаноЖ24, “е, znemcN(0,0 y, fut. 
利用 这 一 原理 可 以 发 现 两 组 测量 值 间 是 否 存在 系统 误 
差 。 即 根据 实测 值 按 统计 计算 所 得 t 与 按 附 表 3 所 查 得 {分 布 
临界 值 t, 比较， 戎 1t1<t,， 则 无 根据 怀疑 两 组 阅 有 系统 误 
E. 
Я 对 某 量 测 得 两 组 值 为 
X, 1.9, 0,8, 1.1, 0.1, —0.1, 4.4, 5.5, 1,6, 
4.6, 3.4 
y; 0.7, —1.6, —0.2, —1.2, —0.1, 3.4, 3.7, 
0.8, 0,0, 2.0 
今 算得 


х 


=1 yx,= у= и 
-2%-2.33, J= ХУш-0.15 
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1 š 1 ES 
5! 一 和 2(X 一 和 一 3.61， 81197 (— 9-2, 89 


_  J30xiox (103 10—2) 
iei DA ушуы тош вв 
由 附 表 3 945242510410 —2,а== 0.058 ,==2,10, 4 |t] = 
1.86<<2.10==fs， 故 两 组 辣 无 根据 怀疑 有 系统 误差 。 


第 七 节 多维 正 态 随 机 向 量 有 关 分 布 


一 、 条 件 分 布 


H é—(, 6 ЁЁ 7 En) BEDS a, Xr, Хх, 
Xa), ПЕ = ы,” а=, ФЕТ, Ecol, e Er) /条 


件 密度 
ÍO, Xen ts Nn) 


Қа, ыы Зады p ход...) 


其 中 
ET 
ах, dx, 
Жез С, t Én) 边缘 分 布 密度 . 
я (0) ~N, 2), RR га, Ew 行 数 为 
ғ, n—r, fX, Ха, 2.98, Ше» 给 定 后 ， 
Ef ЛЛ 
Во М, Ug t АХ ülo Hho), вип) 
(8.28) 
ЕшшаззЕбо,іт-1, 2, mi AZHAR X. 
221. 


证 此 处 及 以 后 引入 符号 会 ， 它 表示 会 左边 内 容 由 会 右 
边 记 号 表示 ， 也 解释 为 定义 与 

用 M(4) 表 4 的 列 向 量 张 成 的 空间 。 因 对 向 量 上 ，L 上 上 M 
(CXu)8LLM(ZES), HMHE EME). M(Zi)c 
M(Zu), KABEIS УВ, ШХ.Ха Zu= BZ, Уһ 
Та-ВУц-2,4, 因 

соу (fw la Уи Хи (Аир), р-р) = 2 


—XuZunZu-0 


HESA Ж Eco uo, бодо ХаХа (wHo ) 独 
м, X 

(Ели Уи (ртн) = Хи 
АУ... 
而 

Шо Хи) М, 60, Ха.) 
н Р УЕ, ШАЛЕ ЖЕТ 

£a Ма (тас, Упр енор), Уа.) 
Еж yw 二 6 为 6 的 最 后 一 个 分 量 ， БИ 


Е(у» |5) = ha ZuZnun(&vo—uow) (8.27) 
此 时 ， 若 了 ,为 非 异 方 阵 ， 则 还 有 条 件 方差 
Zx. = i2 i (8.28) 


其 中 0” 为 也 的 第 4 Re 
证 因 对 任何 对 称 阵 4， 若 分 块 为 
= Em А, {| Аһ ( 
8,29) 
ҮЛ 
ШЕЕ! АУ, в 
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A 
BAB'-( | An АА А ) 


则 有 . 

141= LBAB' | = |An| 4A,— 4.410411 (8.30) 
同样 当 4,, DERDE WA 

LA] =l An) | Aa m is Arii (8.31) 

又 对 任何 矩阵 也， 将 其 按 (p 一 1) x (p 一 1) 阶 主要 主子 块 


D, SES — 33 BER nd ЖЗ 
D, Di 
D=į (8,32) 
D, dp 
x D 为 非 异 方 阵 时 


ir 
D~ = 
` от. ini 
# D a 308 fax 
а" тр! ры (8.33) 
将 (8.30)，(8.33) 用 于 本 系 证 明 ， 央 
Ya. 一 2 一 2,24% 


因 多 .1 为 一 个 数 ， 故 
15| 1 


Zaam+5 T> gn 


其 中 o" 为 也"! 的 x 个 主 对 角 元 素 ， 得 证 系 。 
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二 、X% 分 ^h 
由 第 三 章 第 四 节 放 分 布 定义 ， 我 们 知道 ， 若 n-N(O, 


D, WE 67-00), № МЕНА 0, Г), M РЕ 


хб) 84 Et N (0, cH), nidi), жек» 
差 阵 不 为 对 角 阵 ， 即 其 各 分 量 有 关 时 ， 如 何 导出 籽 分 布 电 4 


我 们 有 
性 质 Ж n-N.(u, E)E Е>0, MJ 
9= (7-0) Z^ (n—u)- x (n) (8.34) 
证 ЖХ>0, 4CRdERGUECICIC' =I, &RÓX-C' 
(C')", {Е 


£=C(n—u)—N,(0, CZC')eN.(0, I) 
于 是 
Q=(n—u)' X^ (n—u) 
=(n—u)'C'C(n—u) 
=ë” 
ЖЕ--У.(0.1) d О= (п), Bit. 


第 八 节 ” 非 正 态 分 布 时 分 布 的 计算 


REREH ШЫ, НМ, о), WJ 
Xx—u 


vx nemen —t(n—1) 
1 ty gy 
VALIN EnF) 


ЖИН x, 不 服从 正 态 分 布 ， 则 左 端 所 服从 的 分 布 将 与 1 分 
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айя, ЖИЕ АРЛЫ 
È Е(хД-и, o(x)-0, 8 
%-и Bh 
r= EGET g 

n(n—1) 


MERSENNEN 


Ух Уо 大 小 无 关 ， 故 只 研究 已 (xi) 一 0，c(xe) 一 1 情 
я. 

由 第 六 章 第 三 节 ， 将 xs 所 服从 分 布 之 密度 (6.2) ЖЖ 
AN(0，1) 密 度 ”%(x) 及 其 导数 构成 之 级 数 


КӨТЕ) doe OD dcs C + реа) 


Жазу, рах 之 偏 倚 系 数 与 超越 系数 ， 
首先 考虑 简化 情况 


f(x) eG) — dpt) 
此 时 

К) еза) 
RHAI, Txe e EARE 


и о 


fel 


-8 же 


&II9 x) Mi, G8) 


"fu (Хе! 


1" 4 + IL 1%) (I+: т.» 
ит + а cie < Ke L af DA X =< 
178 1-6-6 7-6 | 
м 
E FUE 
XH=A ІҢ 
B^ A EE Ac X = ви 
+ 17 1 1 T T 
PE p се” чл uA u(I—u) м u(i) ^ m 
I (I—u)— T T I 1 ў 
Р} E хм вха” EX3 ' 
Ё | z x ° = T T f й 
Ç ху Zx1⁄ í 
0 0 0 0 T= T А 
°ч 


ккк ЕД ЕП 


ne 


Ixi =yi+ DY? 


Паж=ду» Tidy, 


WEH, у, Ув) (T, о, Ф, Ф, 而 
у= рзїпф»_5їпф» singssingisingo 
у»= psinó,.. Sinón, singsing cos, 


уз== psinó,,_ ssinó,,_,--* ѕіпф,соѕф, 


I Yn- = pcohós-, t 


1 
MI A Rd 


BÁO, 221, MiPÓMÓKLO, 21, 于 是 


Erer 
іш 
Zayi toh De 
变换 雅 可 比 
ду: ду, : 0 
дф. дф 
ду, д», 0 
J= A 8$. | 


‚* 227 + 


T тық үзіп" Onasin” tón. 


*Sin*ó,sin, 
Н T n- 
[m ninm ay 
ЖЕз 
[ р" exo Le Thy Jap=2 ? чү y*r(z) 


ЖАП) )qxr…dxa 对 各 内 及 p 积 分 得 


1 Pi 2-3 2radT po Тар» ЗТ o 
(ал) 6/7 те y. (uy XE 


E jer ван, аср) 


ы! 


АИ з {8 sasa Tya 


XUP ERI DESS ARAF i 分 布 密度 ， 故 得 7 之 
密度 为 


r(3) 4 
Z= eg tm 


13(0—1)T —(2n—1)T°) 
i" Т? үз+з 
G(r— Du In (14 Т =)" 


ER 


f(x) e(x)— ge oed yg ЖОЛЫ р(х) 


в. 


QT zum 
а(ТГ)=рь(Т) yibu( T) — by (T) yt boc (7) 


其 中 
r(5) 


T! 
Т)= 2 
p (T )= Ев re г.) 
S(a-1)T (ae DT 
niam «а-а ) 
г(*+2) 
Ф (T )= 


0/7097 (+3) 


: j3n—1)-6G DT (n+ DT’) 
m 
ФСТ) (3(n— 19022411) - 9(0— 1) (0-3) (20 1)T* 
—3(n+ 1) (n4-3) (214-13) T4 (+1) (0 8) (2n 8) T 
пунила ED) rg) 
ЖЗ, РТТ N 
Е(-Т,)=| туит 
F(T ) +t Fa Tn) ywFyC T) +y Fpl Tr) 
ш 


к‹—Т,у=| 7 sare [7 тут 


zx "y + + 
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因 加 (7 ) 为 正太 分布 时 + 分布 密度 ， 故 Fu( 一 Te) 可 由 1 分布 
REH. 
又 

Fy(- T9» [7 b» (TT — [7 ps cryar 


2 c 
x м ‚1)- ET m ls ("1 2 11) 


ғы -ТӘ-| ат], һат 


="! n—1 1 (n—1)(n+2) ntl 1 
т 1 ("5 з)- 12n 1-( 2 '2, 


(п--4)(п--1) n+3 1 
umm ƏЗ 


(Ти = (7 Py: (Тат | py T)dT 


(п-1)(2п--5) n—1 1j (n—1)(2n:+5n+8) 
22 72 1ь( $2)- 24n = 


nl 1 (n—1)(2n' 5n+ 12) n+3 1 
HS Eu) 24n Is (^55, 


(9—1) n" + 5n+ 12) «(125,1 1 
Т2п 


其 中 7 为 不 完全 已 函数 
Isa, 5) gil aya 
而 以 上 各 式 中 


ire TE 


在 测量 工作 中 ， 常 出 现 的 非 正 态 分 布 有 反正 X 
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(一 一 1.5)， 均 匀 分 布 (?* 一 一 1.2) ,三 角 分 布 (一 一 0.6)， 
这 三 种 分 布 都 是 对 称 分 布 ， 它 们 的 一 0， 从 而 
F(—T,)e F( Ty) SF» —Ty) 


从 而 F( ТВТ F Eh 
и" ти", +) 


_ (n—1)(n+2), үл+1 1j, (n+4)(n—1) 
o dues eu 


мем) 


-S.4 ыо 


nti 4 Ci 4)(n— 1) n+3 
5, ( -T CE 12n 5..(- n Jy 
4... 
‚ ЖУЙ. 
Ф 3] W P=0.95, 0.99, 0.99733] &F (—Т») =+ 


(n—1)(n--2) 
(Т 


(1 一 0.95)， 去 (1 一 0.99)， 去 (1 一 0.9973)， 从 而 得 出 对 应 
于 不 同 分 布 之 7，， 如 表 8.2。 
于 是 ， 已 知 xf 取 不 同 分 布 时 ， 以 一 定 置信 概率 ， 丈 一 / 落 


入 
(29у 
фл +т 24-2) 


= n(n—1) 
即 人 A 为 x 的 极限 误差 。 
Я 某 测量 误差 服从 三 角 分 布 ， 今 测 得 某 叶 5 次 ， 分 别 
为 
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fix 09 р 26 
А-Т.(п--1)хоҙ 
一 Toors(4)Xas 
=6.9х 0.,016=0, 11 
28.2 非 正 态 分 布 : 值 T 表 
p К Е 9 ж *] 匀 分 ñ 三 ке "n 
к 0.95 | 0.99 2.9073 | 0.95 | 0.99 0.9973 | 0.95 | 0.99 | 0,9273 
一 ! | 1 - н 
Г] 1 1 f 
[| H.3 | 74.5 | 265.0 14.0 | 70.1 | 259.1 | 13.4 | 66.8 | 247.6 
1 4.8 И | 21.4 | 4.6] 10.9] 21.1 | ал 10.4 | 20.2 
3 | sa] 84 10.1 | 3.4] 6.3] 10.0 | 3.3| &.1| вт 
4 [3.0] 5.0) 1.8 | 2.9| 4Á9| 1.2 | 2.9| 48 5.9 
5 2л | 4.4| 60 | 21| 43| 5.9 | 26! 42, 5.8 
6 2.81 4.0| 5.3 | 2.5| 3.9] 5.2 | 2.5| 3:8; 5.! 
1 244 3.7| 4.6 | 2.4| 31| 4.8 | 2.4| 3.6| 4.7 
8124 55) 456 | 24 35] 45 | 24| 24 | 4.4 
9 ү 23 35| 43 | 23 3.5| 4.3 | 2.3| 34! 42 
10 2.3. $.3| 42 | 23) 3.3| 42 | 2.3] 32| 4.1 
12 | 2.3, 3.2. 4.0 | 2.3] 32 4.0 | 2.2] 31] 3.9 
2 np 2.0] зв | 21| 285 38 [21 29] sa 
oo | 2.0: 2.6j 3.0 | 2.0| 2.6 3.0 | 2.0] 28) 3.0 


ILE ”估计 检验 与 多 组 
测量 误差 分 析 


第 一 节 估计 概念 


ЭР 90) 为 总 体 的 分 布 函数 ， 其 中 0 为 参数 。 从 总 体 
中 取出 一 个 Ë 本 (É, &, cs 8), ВЕК 的 函 
Wh, É, d О, ЗО 为 参数 9 的 估计 量 ， 
这 种 估计 称 为 参数 的 点 估计 ， 也 可 构造 样本 的 两 个 函数 人 
(Ë, É, cs En) lE, 6, --, Es), (0:<8,), RESI 
(6,，6,) 作 为 9 可 能 取 值 的 一 种 估计 ， 这 种 估计 称 为 参数 的 
E Rit. 


一 、 求 估计 量 的 方法 
1. 555 
НЕВА ME, БИКИНИ ЖЕ EUR М КОН 
估计 。 E 
如 期 望 是 一 阶 原点 矩 ， 其 估计 可 用 


Е-ісь 
JG RIBUBOAA, вия 
= 5-Е) 
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二 维 总 体 相关 条 数 可 估计 为 
__5(&—&)(0—7) __ 
CT Elé EN 5-1 
2. 最 大 似 然 法 
i Wk £ JSE f(x; 0, 06), Rm Gc jh) 
为 待 估计 的 参数 ， 又 设 所 ，… ,és 为 6 的 几 个 独立 测量 值 ， 则 
(51…，és) 的 密度 为 
Le, 0, --, #ь) 


ЖЕН Ж (Eee En КИ БА. 
最 大 似 然 法 是 提供 下 列 准则 来 确定 EE 
计 值 6 ,，,…，6 ;满足 
L=If(% Ó, ++, 0,)— max (9.1) 
例 ”车 对 某 量 等 精度 独立 测 得 为 %，…，%。， 若 测量 值 
服从 正 态 分 布 WUU，c2)， 则 


Le(z7 zz) exp (- au (o ee oe uy) 


Lzmax-»(x,— Â) + + (ха р) == шіп 


从 而 得 到 ш 的 估计 


二 、 估 计 标 准 
从 直观 上 讲 ， 我 们 带 望 所 作 估 计量 在 所 估计 的 参数 附近 
摆动 ， 即 对 任何 4 与 9， 参 数 0 估计 量 6,(&1，…, Юя 
3-9, Bj 
Eó,=0 (9.2) 
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满足 这 一 要 求 的 估计 量 称 无 偏 估 计量 ， 右 则 砍 有 偏 估计 量 。 
我 们 希望 当 样 本 容量 增加 时 ， 信 计量 会 愈 来 写 靠 近 被 
估计 的 参数 ; BH 
limP{16,—0|>e}=0 (9.3) 
满足 这 一 要 求 的 估计 量 称 一 致 〈 相 容 ) 估计 量 。 
бб 《都 是 0 的 无 偏 估计 量 ， 且 对 任何 mw Huy 
`Vó,<V ó! (9.4) 
is it Ый , 较 961 有 效 。 


第 二 节 ”标准 差 的 估计 


一 、 贝 塞 尔 (Bessel: 法 


若 在 同一 条 件 下 对 某 量 4 作 多 次 独立 测量 ， 得 xx,，x*， 
，%， 则 由 和 矩 法 ， 一 次 测量 的 方差 估计 为 


= Уб) 


Esi = LES Caunu) 


上 а? n= 
一 L =S ПА» 


n n п 


Histo! КҮНМЕН, HI 


Dx, —X 
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TERES ERE 2 BJ DURER AUN 
LENA E (9.5) 


ža did Ми, 0") а, xen, АЛАУ Ы 43 BIN (ро) 
变量 ， 由 第 八 章 第 五 节 知 


dvi y'(n-1) 


我 们 由 第 三 章 第 三 节 可 以 得 出 6=/ 1 3o* 的 密度 


(tyr (n—1) 
2 RE 
f(x) | orn." кә t 
ү ч 
0 L х<0 
于 是 
^ 
Бс? 
ys) 
e re o=M,0 
2 


Ооз а, НӨЛ ОЮН, ШОН 
0 时 存在 系统 误差 `. 
М.в-с--(М,-1)с--4,0 
再 看 6 的 偶然 误差 标准 差 c(C6)， 因 

05 \= E(6*) — (Еб ) o*— М „о? 


о(ё)=,/ 1—M1 о 
将 系统 误差 与 偶然 误差 标准 差 合 成 得 综合 标准 差 
,236 - 


U= (01 +0(6) 


Её», 


= (+ 1-М, ) 


LUN 


МТМ}, 9.1. 
дәл REPAR 


o со — Ф m m сө го 


т оё сә гә — 
es. 


E 


.01 
.01 


对 某 物 理 量 测 9 次 ， 得 


x 
1258 
1258 
1253 
1252 
1252 
1256 
1189 


Us 
15 
15 


gel Eu Ex 一 1248 


ЖЕНЕ 一 22 


=. #18 (Петерс) 法 


若 在 同一 条 件 下 对 某 量 EZK, Eon, ж, 
…，%s， 作 样本 平均 误差 


01а = 
3 x, iid N(u, ct), TAHY 
~ Em 
Ево (200) 
于 是 可 以 用 


= 1 
ут ту хін е.ө 


作为 o 的 无 偏 估 计 ， 上 式 即 为 彼得 公式 ， 
用 彼得 公式 估计 о 时 的 标准 差 


ое + ив) nt are incl 


一 CaO 


ca 之 值 见 嗓 9.2， 实 用 上 彼得 公式 近似 取 为 


А, «€ 1 - 
671.253 Ут) 71% 
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= 21 
2 
表 9.2 彼得 法 表 


Сп n Tn. 520. во. 370. 380. ЕТТТ, 0.14 | 0.10 
| i | 


Я 同 贝 罕 尔 法 中 例 ， 此 时 


zl. 253737917 17146- 22 


三 、 最 大 残 差 法 


ЕА АРТЕ в 作 多 次 独立 测 最 ， 得 1, х, 
%n， 算 出 残 差 


ш=ху—--У% 
Ж м Ва Ми, о), Нн Ж 八 章 第 五 节 最 大 残 差 分 布 求 出 
max|v| 的 期 望 与 9 的 关系 


Emax=k!o 
于 是 一 次 测量 的 
ё=рушак | (9.7) 
它 是 o 的 无 偏 估计 ， 它 算 o 时 的 标准 差 


r5 жалу 3 。 
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3.3 最 大 残 差 法 表 


1.1711. 020. 830 up. 58/0. 640.610.590. 5 
„= = ——| 


0.60. sos 430. s му. 320. 


T 0.280.210.23 0.21 9.19 | 0.19 
i | | 


м 对 某 量 测 4 次 ， 得 
1.70, 1.57, 1.87, 1.71 
Ш 951,59, шахіо;! =0.22, Ж 


ё=уугах\ш| =0.83x 0.22==0.18 


m, d 差 法 
若 多 次 对 某 量 测 得 xxa，，…，xn, 且 xiid N(u, о), W 
在 其 中 选 出 最 大 值 %, 与 最 小 值 xs， 计算 它们 的 差 即 得 极 益 


10,72 Dax X,— mín x, 
由 第 八 章 第 五 节 中 极 差 的 分 布 ， 可 求 出 ws 的 期 望 
Еш,=4,0 
я маи 
ô= d (9.8) 
它 是 о 的 无 念 估 计 ， 由 它 算 o 时 的 标准 差 
У-с,о 


d, cn 之 值 见 表 9.4。 
例 对 某 量 测 得 
1.70，1.57，1.37，1.71 
Ни. =1.71—1.37=0.34, Ж 
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ш, 0.34 
n .06 
%9.4 HEX 
s |2 (з |4 |5 je [т [в [9 | t0 
I—| | 
d, | 1.13 | 1.69 | 2.08 | 2.33 | 2.53 | 2.10 | 2.85 | 2.97 | 3.08 
人 一 一 -- 
C, | 0.r6 | 0.52 | 0.43 | 0.37 | 0.34 | 0.31 | 0.29 | 0.27 | 0.28 


" u | 12 | 03 | 14 | 16 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 
d, |3.17 | 3.25 | 3.94 |3.41 | 3.47 | 3.53 | 3.69 | 3.64 | 3.69 | 3.73 


C, 0.26 | 0.24 | 9.23 | 0.22 | 0.22 | 0.21 | 0.21 | 0.20 | 0.20 0.20 


五 、 最 大 误差 法 


有 时 ， 我 们 可 以 知道 某 量 的 真 值 ， 如 两 次 测量 同一 量 之 
ЗН 25025, 3XIE ,我 们 可 以 算出 误差 6， 在 多 次 测量 后 ， 
Wii шах! 44|, SANRA x iid Ми, РЕЛЕЛІ, 


ЖЕЖ, ПирЕ 
Кау=-#-ПР(|д!<а) 
21- x [3 | -® 
POVE Pu E MR os 
0 ао 


жанына 
Emax|ó,| =h#c 


于 是 一 次 测量 的 标准 差 


6 一 房 maxlal (9.9) 


v 


qp idm. — шах RE o 的 无 偏 信 计 ， 它 算 o 时 
的 标准 差 
, 
U- uc 


ETETA 


表 9.5 最 大 误差 法 系数 家 


© шю о = о еф ж со м 


- 


表 9.6 жатк 


: ERES 
| 

1 

| 

| 


| 

| 

| ав | osi - 0.20 | 0.23 |7 0.20 
例 在 30t 处 用 检 衡 车 检 轨 道 衡 10 次 ， же 
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30t—2kg 30t 一 5kg 

+0 +0 

+0 +10 

+5 —15 

一 10 +15 
因 检 人 衡 车 30t 是 高 精度 测 得 的 ， 可 视 作 真 值 ， 于 是 上 述 读 数 
‚ 9301225818250, Ш 
шах |6 | =15К 8 


而 б- ушай [0,1 =0.53х 15=8.0kg 
10 


第 三 节 ”假设 检验 概念 


根据 问题 的 要 求 ， 提 出 对 总 体 性 质 的 某 种 假设 Н», 为 
判断 其 是 否 成 立 ， 可 由 检验 问题 本 身 作 出 统计 量 f 并 确定 其 
分 布 ， 规 定 一 个 显著 性 水 平 (400.05), ЕЖНЖН, ЖУ 
的 条 件 上 ， 能 使 

РИЯ>Ь)=«а 
成 立 的 临界 值 j。。 

从 所 考虑 地 总 体 中 抽取 个 测量 数据 的 样本 ， 并 由 这 组 
测量 数据 算出 S Owa ЧА fs, ПИЛА, WJ 由 小 概率 原 
理 ， 拒 绝 假设 及。 反之 ， 如 | 六 | 之 f， 则 可 对 假设 H. ЖЕ 
绝 。 

临界 值 也 可 规定 为 了 的 上 限 fiK FR o ШЕЯ 为 
一 > 时， 实际 上 只 规定 上 限 ， 当 上 限 为 十 2 时 ， 实 际 上 只 规 
ЕТЕ. 

如 第 八 章 第 六 节 两 组 测量 的 分 布 中 ， 为 检验 两 组 测量 结 
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Жоң, и 间 是 否 存在 系统 误差 ， 作 统计 量 
БЕЛЛ СЕТТЕР ЕЕ 


2 t j| -2) _ 
m d (mitn )(n,5] +251) 


当 无 系统 误差 时 ，; 一 十 ma 一 2)， 由 上 上 分布 表 附 表 3 #H 
满足 

P(|t(n 4 ,—2)| <t|a)=a 
Zie ЖИЛЫ Н 之， 则 不 拒绝 无 系统 误差 的 假设 。 


第 四 节 分 布 检验 


我 们 常 须 考虑 测量 值 服 从 何 种 分 布 ， 此 时 可 作 分 布 的 假 
设 检 验 。 该 检验 的 思想 是 ， 由 理论 的 研究 或 过 去 同类 测量 的 
经 验 ， 可 认为 测量 值 服 从 某 一 分 布 ， 按 以 下 方法 作 检验 ， 以 
拒绝 或 不 拒绝 该 分 布 . š 


一 、 夏 皮 罗 - 威 尔 克 (Shapiro-Will) 法 
此 法 用 以 检验 测量 值 是 否 服 从 正 态 分 布 А БШ 
tei) 
1. 将 独立 测量 值 xt 从 小 到 大 排 成 顺序 晤 
хохо 
2. 出 夏 皮 罗 - 威 尔 克 的 ain 系 数 表 9.7 查 出 crn 
3. 计算 
(4-1 5 n 
w=] о auem] / меу (9.10) 


4. 给 定 显著 性 水 平 4， 查 太 (n，a} 表 9.8， 
5. @&W<W(n, а), ЕЕЕ, ВА. 


Я 今 将 某 量 独立 测 得 结果 按 大 小 排 成 顺序 晤 
108，109，110，110，110，112，112，116，119，124 
因 本 例 * 王 10， 由 表 9.7 查 出 
aliio 一 0.5739，cz,io 一 0.3291，cs,io 一 0.2141 
au ie 一 0.1224，as,to 王 0.0399 
算出 
Eain Xenio ža) 
--0,5739(хар-Ха»)--0.3291(х--х<») 
-50.2141(х-5») +0.1224(®›—ж„›) 
+0.0399( Xc — Хы) 
214.0826 
X(x,—E):—236 
yer 
Жа=0.05, "1229.9ЖІҢИУ(10, 0.05)=0.842, + 
W —0.840-W (n, a) 
故 拒 绝 正 态 性 假设 。 
本 法 适 于 测量 次 数 不 多 时 的 正 态 性 检验 ， 次 数 较 多 〈 如 
大 于 50) 的 正 态 性 检验 可 用 下 面 的 达 哥 斯 特 法 ， 


LI. AH (D'Agostino 法 


此 法 用 以 检验 测量 值 是 否 服从 正 态 分 布 ， 其 步骤 为 5 
1 将 独立 测量 值 xt 排 成 顺序 量 

Xco oy Асю 
2. 计算 


一 0.840 


‚ 245. 


#31 夏 皮 罗 - 威 尔 克 Qi, 系数 


1 0.70710.70710.68720.86450.6431 0.6233 0.6052| 0.5888 | 0.5739 
ANM 16T70.24130.28000.30510.3104| 0.3244 | 0.3291 
， | | (0.0860. 14t10.1749| 0.1978 | 0.2141 
4 0.0561 0.0947 | 0.1224 
s | | | | 0.0309 
NS | 
маз ро |o: | g4 | 18 | 18 | 17 | 18 | 19 | 20 
1 D.58010.5475/0.53590.5250.5150/0.6056 0.49680. 4886 0. 48080. 4134 
2 0.32150.33200.33280.33180.23050.52900.3213/0.32530.32320.3211 
з 0.22800. 23410.24120.24000.24950.2521,0.264000. 25530. 2561]. 2585 
4 .14290.15860.17010.18020.18180. 19390. 9880. 2021 0.20590. 2086 
5  0.00950.08220. 10990. 12400. 13530. 1447015240. 1581 0.1841 0. 1688 
6 (0.03030.05390.07270.08800.10050.11090.1191 0.12710. 1394 
1 ,0.02400.043310.05930.0725 0.0837|0.0932|0.1013 
8 0.01980.0359/0.0496/0.0812 0.0711 
9 | | 10.0162/0,0303/0.0422 
10 : | 0.0140 


7 | Г | 
ЧЕ оо 21 | 28 | 29 | 30 


1 0.46430. 45900. 46420. 44930. 4450/0 .4407/0.4366/0. 4328 0.42910. 4254 
2 10.31850.31560.31260. 30960. 30690.3043]0.3018:0.2992/0.29680.2944 
3 0.25180.25110.25630. 25540. 25450.2533/0.2522/0.2510|0.24990.2487 
4 (0.21190.21310.21390. 21450. 21480.21510.21520.21510.2150]0.2148 
5 0.17360.1764 -118T00. 1807/0. 1822/0.18360.1848/0.185710.1864.0. 1870 
6 0 
1 0 
8 0 


0 

0.13990. 14430. 14800. 15120. 15390. 16630. 16840. 1601/6. 1616/0. 1630 

0.10920. 11500.12010. 12450.1283/0. 131800. 1346/0.131200. 13950. 1415 
0 


0.0804 .0878/ -0410.0997/0. 104610. 1089/0.1128/0.116210.1192/0.1219 


9 (t. 0530 0.058. 06960. 01640. 08230. 08780.09230.0906 0.10020. 1036 
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-2 


mu 


GN 


26 27 28 29 30 
/0.0612,0.0128,0.0118/0.0822/0 0862 


2? 
| 一 一 -一 J 
10 0 .026319.03680. 04590. 08390. 061 
п (0.01220. 02280. 03210. 0403|0.0476l0.05400.0598|0.06500.0697 
12 (0.01070.02000. -02840.03580.04240.0483 0.0537 
13 0.00940.01780.0253]0.0320]0.0381 
14 0.00840.01590.0227 
15 j0. 0078 


С 3 | 32 13 34 135 | 36 | зт | зз | 39 ñ 
、 | | | 


PEE ES шд | р 25А 


0.42200. 4188/0. 4166/0. 4121/0. 4096 0. 4068/0. 40490. 49162. 30890. 3064 
0.2921/0.2898,0.2816/0.2854/0.28340.2813/0.2794/0. 277 40. 27550. 273T 
0.24150.2463/0.2451/0.24390.24270.2415/0.24030. amicam 
0.2145/0.2141|0.2137|0.2132/0.2127/0.21210.21160. .21040.2098 
|0.1874/0.1818/0.1880/0. 1882/0. 1883/0. 1883/0. 18830. .1878 
.1641|0.16530.1660|0.1687|0.1673|0. 1678/0. 16830. 16860. .1891 
“ealo. ta top sp rk mii 18130. .1528 


0.124310. 126510.1284(0. 1301/0. 1317/0. 1331/0. 13440. 13560. 1876 
0.106610. 1093 0.11180. 1140/0. 1160/0, 117%0. 1196/0. 1211/0. 1225/0. 1237 
bas o tet o omeo. пиар. 10300. 0080-1078 Я 

0.07390.0777|0.0812/0.08440.0873/0.0900/0. 092 0.09470.0987/0.0985 
Шо 0.0824/0.0848/0.0870 


«о с-з © ш = Q t = 


Жж. 
ie © 


0.04250.24850.05:00.05120.0810 .08450.0677|0.0706/0.0733/0.0759 

(0.0289,0.0344/0.0395/0.0441/0.0484|0.05230.0598/0.0592/0.0822/0.0851 

ТҮҮ .0615]0.0548 
0.00680. 0131/0. 01870. 02390. 0287/0 .0331/0. 0372 n 

1T 0.00620.01190.01120.02200.02640.03060.0343 

18 p. 00810. «01100. 01580. 0208/0 .0244 


19 | l 0. 00530.0101|0.0146 


-— 
ж сз 


= = 
© о 


41 | 42 | 483 | 44 | d6 | 46 | 4f | dà | 49 | 50 


o о а о dg ы c N 


1--- — - 


.394910.391T|0.38940.38T20.S3500.38300.3803D .37890.37700 .3751 
27190.2701|0.2684 0.2687|0.2851 0.2635|0.28200.28040.25890.2574 
0.235Т0.23450. 2240. 23230.2313/0. 23020. 22910.2281 0.227 110.2280 
0.209110. 208510. 20180. 2020. 2005/0. 2058. 20520. 20460. 20380. 2032 
p.18180.18740. 1871|0. 1898. 1889 0. 18620. 1359). 18580. 18510.1847 

Й 

0 

D 

в 


0.8030. 18940.16950. 16950. 16850. 15950. 1695. 18930. 15920. 1091 
16390. 15:20. 16490. 15430. 16500. 1651]. 15530. 1554 
.1423 


0.:5310.1535 


19980. 10200: 14100. 14150. 1420 0.14270.1430 
| 


0.13840.1392 | 
.13060.13120.1317 


0 

0 

o. 12490. 12590. 1209.0. 12180. 12880. 12930. 1300. 
0 “ago. 1160]. 11100. 11800. 11890. 11819. 12080. 1212 
0 


0 

o 

0 

0.1123 «11380 | 

0.10040.19200.10350. 10490. 10820. 10730. 1085). 10950. 11050.1113 
0 0.09980. шар, 1020 
0.08240.0842 0.0860 0.0876|0.08920.09060， 09190. 0932 
0 0 
b 


. ойт. 08320.0846 


0.0891/0.090910.0927/0.0943/0 09595. 09720. 0886 
| 


0. 07820. | 


| 
0.08710. aman. ов. 0165/0.07830. 0801 


| 


0 
0 
0.05750. 10. 08280.0651 0.067310. 0694/0.0712/0.0731/0.0748|0. 0164 
0.047610 05060. 05340.0560 0.05840. 0607/0. 0628/0. 0648/0. 0667|0. 0685 
o | 
0 


0.09790.04110.04420.04T1 0.0497 0.05220. 0548 0. 05680. 05880. 0608 
(0.0283,0. 0318.0. 03520.0383/0. 041210, 0439 0. 04850.04890.06110.0532 
o. 01880. 0221/0. 0265,0.0298,0.03280. 0357/0. 03850. 041 1.04366 .0459 
(0.00 (2.01360.01750.02110.62450.02TT 0.0801. 136 6.03610.0288 


(9.0045 9.0987 0.0123 0.0163 0.0197 0.0229. 0259002880. 0314 
i0.0042/0.0081/0.0118 0.0153 0.01850.02150.0244 

| — 000390.00760.01110.01430.0114 

| | | jp.00370.0071/0.0104 
1 0.0036 


| 
| | 
| 


Ред 


1063.8，1004.9， 1086.2, 1022.5, 1330.9, 1439.4, 
1236.5, 1088.1, 1288.7, 1115,8, 1217,5, 1320,7, 
1078.1, 1203.4, 1480.0, 1269.9, 1049.29 1318.4, 
1192,0, 1016.0, 1508.2, 1159.6, 1021.3, 986.1 
794,7, 1318.3, 1171.2, 1161.7, 791.2, 1143.8, 
‚ 1602.0, 951.4, 1003.2, 840.4, 1061.4, 958.0, 
1025.2, 1265.0, 1196.5, 1120.7, 1659.3, - 942.7 
1123.3, 910.2, 1398.5, 1208.6, 1305.5, 1242.3, 
1572.3, 1416.9, 1256.1, 1285.9, . 984.8, 1390.3 
1062.2, 1287.3, 1477.0, 1017.9, 1217.7, 1197.1, 
1143.0, 1018.8, 1243.7, 909.3, 1030.3, 1124.4, 
811.4, 820,9, 1184.1, 1107.5, 991.4, 901.7, 
经 计算 ， 得 
D-0.2815 
у=—0.17 
当 a=0.05 时 ， 由 表 9.9 查 得 
D.47 — 2.63, 
r < D `a =1.90 
2 


今 ，yE[D。s， DD。]， 故 不 拒绝 正 态 考 假设 
? 


=. М ЖИ (Pearson) 法 


此 法 可 检验 调 量 值 是 否 服从 某 一 分 布 ， 而 此 分 布 不 限于 
正 态 分布” Kun yon, 
ХНАУ K, в 


Xis Xe ttt XR 


假设 它们 应 了 服从 分 布 函 数 为 5(y) 的 分 布 ， 把 测量 值 按 分 点 
90 =y yi ue ymo 

BARKA, ЛК Сон МЕЛ ВО, ХҰ(у0- 

У(и-)=Рь WJ 


n= (9.13) 


服从 自由 度 为 m 一 1 的 入 分 布 (充分 大 时 )， 给 定 显著 水 平 c， 
их, TAPO SN) =ай т, тж 
量 值 服从 分 布 函数 为 ML2) 的 分 布 。 

车 p(y) 中 含 参 数 r 个 ， 它 们 须 由 x 算出 ， 则 nx*(m 一 r 
一 1)， 而 ne 按 自由 度 m 一 ?一 1 的 Xx* 表 查 出 。 


第 五 节 ”多 组 测量 误差 分 析 等 精度 检验 


实际 工作 中 经 常 作 多 组 测量 。 如 当 测 一 个 量 时 ， 若 一 台 
仪器 测 一 组 , 则 几 台 仪器 测量 结果 为 多 组 测量 ;又 若 一 人 测 一 
组 ， 则 几 个 人 测量 结果 为 多 组 测量 ， 此 时 为 分 析 组 内 测量 结 
果 的 重复 性 和 组 间 测 量 结果 的 再 现 性 ， 必 须 进行 系统 误差 检 
验 和 误差 计算 ， 并 作 等 精度 检验 。 . 


一 、 系 统 误差 检验 


若 我 们 对 某 量 独立 测量 了 m 组 ， 且 单 次 测量 都 是 等 精度 
(等 方差 ) 的 ， 要 问 务 组 间 是 否 存在 系统 误差 ? 
即 测量 结果 为 


.252- 


39.8 ЖЕР. ЕМ, аа 


0.01 { Š КЕТ ; 05°] 0.10 

- 0.933 

0.935 
3 | 0.753 0.936 
4 | 0.687 0.937 
5 | 0.686 0.939 
6 | 0.113 0.940 
1 | 0.130 0.941 
8 | 0.149 0.942 
9 | 0.764 0.943 
10 | 0.781 0.944 
11 0.792 0.945 
12 | 0.885 0.945 
13 | 0.814 0.947 
14 | 0.825 0.948 
15 | 0.835 0.949 
16 | 0.844 0.950 
11 | 0.851 0.951 
18 | 0.858 0.951 
19 | 0.883 0.952 
20 | 0.868 0.963 
21 | 0.873 0.953 
22 | 0.818 0.954 
23 | 0.881 0.964 
24 | 0.884 А À 0.955 
26 | 0.888 Қ Ë А 0.955 

(9.11) 

EN 


表 9.9 ЖЕЙ ЮЕ 


в? 1 0.0% | 0.05 | 0.05 | 0.95 | 0.975 | 0.995 
[7] —з.и | —2.4 | —2.2»8 | 6.94 | 1.06 | 1.24 
60 一 3.81 一 2.68 一 2.17 | 1.00 1.13 1.34 
70 一 3.13 | 一 2.64 | 一 2.14 | 1.05 | 1.19 | 1.42 
80 —3.67 | 一 2.60 | —2.1i | 1.08 | 1.24 | 1.48 
90 —3.81 | ~2.57 | 一 2.09 | 1.12 | 1.28 | 1.84 
100 —3.57 | —2.94 | —2.00 | 1.14 | 1.31 | 1.59 
180 -3.4 | 一 2.45 | —2.00 | 1.23 | 1.42 | 1.75 
200 -3.0 | —2.39 | —1.% | 1.28 | 1.80 | 1.85 
260 —3.29 | —2.35 | —1.99 | 1.93 | 1.85 | 1.03 
500 —3.17 | —2.32 | -1.9 | 1.38 | 1.83 | 1.08 
350 —3.13 | —2.29 | —1.89 | 1.38 | 1.61 | 2.08 
400 —3.09 | —2.27 | —1.87 | 1.40 | 1.83 | 2.06 
450 —3.08 | -2% | —1.88 | 1.41 | 1.86 | 2.08 
500 —3.04 | —2.244 | —1.85 | 1.42 | 187 | 2.1 
550 —3.02 | —2.28 | -һш | 1.43 | 1.88 | 2.14 
600 —3.00 | —2.22 | —1.83 | 1.44 | 1.69 | 2.15 
650 —2.98 | —2.21 | -1.8 | 1.46 | 1.70 | 2.1T 
700 —2.90 | —2.20 | —1.82 | 1.48 | 1.71 | 2.18 
150 =2.9 | —2.19 | —1.8 | 1.47 | 1.72 | 2.20 
800 —2.4 | —2.18 | —1.81 | 1.47 | 1.73 | 2.21 
850 一 2.93 | —2.18 | —1.80 | 1.48 | 1.74 | 2.22 
900 —2.92 | —24T | —1.80 | 1.48 | 114 | 2.28 
950 —2.90 | —2.16 | —1.80 | 1.49 | 1.75 | 2.24 
1000 -2.80 | —2.16 | —1.79 | 1.49 | 1.76 | 2.25 


u= n(D—0.28209479)/0.02998598 (9.12) 
3. лї ЮЕ Жаз 9 ШЫП a, 


4. 着 yE[ Do, 站 _s], 则 不 拒绝 正 态 假设 ,否则 拒绝 ， 


Я ”对 某 量 独立 测 得 72 次 ， 为 


* 250 - 


- т 


=) УМ, NÈ m 


del je 


m n 


Q=` 105-9) 


isl 3-1 
Q= Y. nlg) 


і-1 


m 


=} Desa 
Q= Y (xi —X,X,—X)* 
iel je! 
=}, Liua) + (X,—3)' -2(x4—584(8 
іші j=l 


. 253. 


at 


m fh Ld ni 
= У (86) У DN) 


iml jel ial j=l 


+2} (34 一 8) E (у) Qi 4-Q, 
i=1 ИЧ] 
车 %4s 服 从 正 态 分 布 N(E,, 0*) 且 各 组 无 系统 误差 ， 即 
E=E,=.…=En 
MÊ RAAHE ут хе, 
Мт, НАНГ, 
FQ /9. 


9» % 


9, 


о? 


服从 自由 度 n= 


(9.14) 


МАНН» =т—1, v, М-тію ys, 

由 五 分 布 表 附 表 4 可 查 出 Р(Р>Р.) =с ВР. Я, И в 
著 性 水 平 c， 按 自由 度 w НЕ, WABFCF. ud 
受 各 组 间 无 系统 误差 的 假定 。 

Я 某 量 测 有 4 组 值 


о ч CO m & о мю к 


作出 如 下 方差 分 析 表 


“254: 


离 差 平方 和 自由 度 平均 离 差 平方 和 


=й (| Q= 4434.6 n=3 Quym 一 14T791.5 
组 内 Q;= :49970.58 mm 一 22 Qa/m 一 6816.8 
和 Q 一 194345.4 25 
于 是 


pa Qo / 9, 14791.5 
» / м 6816,8 


因 Ро. (3,22) =3.05, &F—2.17«F,23.05, WE Ж 各 
#4 [4] 5 Ж #ПАЗЕШИЕ Ж. 


=. кати 


一 2.17 


ж 

x7 É-Fa, е, 
ЯЛА, ош ОШ УЖ 2501, eu RESO TUS 
3 oy, HiiXa(i—1,2,-,m), 6і(ік1,2,%,т, i=1, 
2,…, m) 中 任 二 个 误差 独立 。 则 


RE+a+e 
Я=Е-+а-+а 
其 中 
“= Yit 
a-l yn а, 2-4 XXe. 
N - 4 04, | N - 2 u 
因 


Q,= PEN У (5—4) > 52 (е,-а) 
J 1.3 
注意 第 八 章 式 (8.9)， 得 
age 


EQ,= У) > E(ewy—e)= DV(ey—e) 
7 ДЕ] 


=E (9+-2#)-0+ у1ви-1) 
—a$(N—m) 
Жо 
^ О, 
=“ \9.15) 


X 
—YinG.—E)— Y m(a.—a4-2,—8)? 
4 


= n (a, —a)°+ Imc go: 


—a)(6—28) 


ЕУ n(a.—a)— У nV (a,—a)— Ут (=; 
m п п) =оз(М—1,у ni) 
EYin(tea-8y- т (а—2)= Yin 9%. 

i 
1 2 2 ? 
-HEED 器) 
то%(т--1) 
ЕУ п(а,-а)(-2)--0 
+ 
EQ,-(N- YE "i)o + (nei 


“256. 


令 
а 
т м9) i 
其 意义 为 一 种 平均 次 数 ， 则 


o= N(m— Qi 3 
т a qo ym (Е 5—9) 


Se) 
故 得 o3 无 偏 估计 
^o Nol) 
q en %) 


EN (9.16) 
当 各 给 次 数 相等 ， 即 n =n 


WE ват) 


二 面 得 到 了 单 次 测量 偶然 误差 方差 o8 及 各 组 同 不 确定 系 
统 误差 的 方差 9 的 舍 计 式 。 

要 注意 ， 由 于 估计 不 准 ，- 人 -一 -全 -可 能 为 负 ， 这 可 说 
明 如 下 ， 


以 ai 一 N(0, 01), ез--М(0, аф) En=n ОН 
等 情况 为 例 。 因 


д- 


ар afr m) 


+257. 


z=- yl 
ж 
LaF) 
1 _ Qi ы 
ario 7 "AGE UR YX 
lins ш 
9, оз 2 jj 
EO =0ğ, s 
to у-©з ы аң (по) +04) 
—№ n—120, Ж 
Q, «V: Qi 
ys 
жошо 较 小 时 ，-Q- 可 能 小 于 -人 ， 即 -S Зи 
负 。 


对 -9 一 -人 为 负 的 情况 ，o3 可 估计 为 0。 


М 
一 般 ， 在 对 多 组 测量 作 系统 误差 检验 ， 若 存在 系 XA 
差 ， 再 估计 其 方差 。 
例 在 某 装置 上 进行 13 组 测量 ， 各 组 次 数 及 平均 值 如 下 


*258- 


mM 213] 2341289223] 1243 | 1248 


жю 


| 1 
|124711243|123912391230 


平均 离 差 平方 和 


Quym 一 3232 
Qax/ps 一 357 


于 是 
КК) О, 3232 s 
F= En „= 357 = 9. .05>Рь. в (12,426) =1.77 
各 组 间 存 在 系统 误差 ， 其 
den (9. --%) 


三 、 等 糖度 检验 


在 进行 系统 误差 检验 前 ， 要 和 色 道 各 组 单 次 测量 是 等 精度 
的 ， 即 方差 相等 。 此 时 可 用 柯 克 丛 (Cochran) ЙЕН 
对 每 组 计算 


^ 
ere uer Teuio 


.* 259. 


A 
G d max 


xd 
4-! 
取 定 显著 性 水 平 ， 由 表 9.109] НЯ Cm, n), ЖС< 
Co(m,n)， 则 认为 等 方差 ， 查 表 时 ， 取 n= 二 mexz m。 
等 精度 检验 也 可 用 其 它 方法 1 
Я 对 某 量 测 得 10 组 如 下 。 并 算出 


ni 
| 0) Oui) 于 表 中 ， 
Ту 


TT] 


H | 
Er 97 т. 85 28.83 28.89 m TB 28.82 |28.86 28.82 28.60 [28.15 


28.90 [28,13 28.75 [28.82 28.81 28.83 [28.86 28,84 28.58 |28.69 
128.0 |28.78 |28.82 |28.79 |28.78 [28.88 28.85 28.82 28.71 28.60 
0.025 (0.02 [0.006 0.012 0.055 0.075 

0,075: 


Се 021488 ^ 9. 262 


取 c 一 0.05， 查 得 Cuos(10,3) 一 0.445， 因 ` 
С=0.262<0.445 
故 可 认为 各 组 等 方差 。 


1 
2 
3 
8, (0.051 (0.066 0.044 (0.046 


于 是 


^ 260. 


表 9.10 柯 克 伦 法 表 


1 一 3 


n=4 


[ль | = 


| 0.05 


Гош | 0.05 , 9.01 | 


0.05 


0.967 
0.906 
0.841 
0.781 
0.121 
0.680 
0.638 
0.602 
0.570 
0.541 
0.515 
р. 492 
0.471 
0.452 
0.434 
0.418 
р. 403 
0.389 
0.377 
0.365 
0.354 
0.343 
з (0.314 
10.325 
i 0.216 
17-608 
ip. 300 


Г 
0.293 


0.504 0. 


0. 450 | 
0.427 
0.407 
0.388 
0.372 D. 


0.287 (0. 
10.218 0 
0.270 0 
0.262 p. 
19.255 |0 
10.248 10. 
10.241 |. 


0.415 0. 
.371 
.352 
.335 
.319 


0.356 |0. 
0.343 0. 
0.330 (0. 
0.318 D. 
0.307 0. 
0.297 9. 


4T 
392 


305 
293 
281 
210 
261 
252 
243 
235 


.228 
.221 


215 


.209 


203 
198 


0.235 10.193 


[00.095 0.975 0.979 
0.942 0.871 0.883 
0.354 0.168 [0.181 
0.188 0.084 0.696 
0.722 0.616 0.626 
0.654 0.561 | 
D.615 0.516 0.821 
0.573 |0.478 0.481 
0.536 0.445 0.447 


.568 


0.418 
0.392 
0.369 
0.249 
0.332 
0.316 
0.301 
0.288 
0.216 
0.265 
0.255 
0.246 
0.238 
0.220 
(0.222 
p.215 
9.209 
0.202 


p.136 


10.939 
0.198 
0.684 
0.598 
0.532 
0.480 
0.438 
0.403 
0.373 
0.348 
0.226 
0.307 
[0.291 
0.218 
0.262 
0.250 
0.240 
к= 
0.220 
0.212 
6.204 
0.197 
0.191 
0.185 
0.119 
0.173 
0.168 
0.164 
0.159 


| 0.01 0.05 | 0.01 | 0.05 _ 


10,959 0.806 [0.937 0.377 
0.834 [0.146 (0.793 0.701 
0.721 (0.829 0.676 (0.590 
0.633 [0.544 0.588 [0.606 
0.564 (0.480 0.520 0.445 
0.508 [0.431 0.46 0.397 
0.483 |0.391 (0. 423 |0.360 
0.425 [0.358 [0.381 0.329 
0.393 (0.25: 0.361 0.303 
0.366 [0.308 (0.332 0.2817 
10.343 [0.288 0.310 0.262 
(0.322 0.271 0.291 0.246 
0.304 [0.255 10.274 0.232 
19.288 |0,242 (0.259 0.220 
0.274 |0.230 |0.246 [0.208 
0.261 [0.219 0.234 0.198 
0.249 (0.209 0.223 0.189 
0.238 [0.200 [0.214 [0.181 
0.229 0.192 [0.205 [0.174 
0.220 ps 0.197 (0.161 
0.212 0.178 |0.189 0.160 
0.204 |0.172 0.182 0.155 
0.197 0.166 0.176 10.149 
0.190 (0.160 (0.170 0.14 
0. 184 0.155 0.164 0.:40 
10.173 10.150 0.159 0.:35 
0.173 0.145 мм .131 
10.168 10.142 10.150 (0.127 
0.164 l0. 138 ò 


45 0.124 


0.155 0.159 0.134 0.141 0.120 


一 


n=2 = | nqa | вә | n=6 


E 
0.01 | 0.05 | 0.01 | 0.05 | 0.01 | 0.05 


32 10.347 0.280 0.229 0.188 |0.181 0.151 
33 10.339 |0.273 10.224 10.184 |0.177 |0.147 
34 (0.332 0.267 |0.218 [0.119 (0.172 0.144 
35 0.325 0.262 0.213 6.115 [0.188 0.140 
36 0.318 [0.258 0.208 0.172 [0.165 0.137 
ST [6.312 0.251 0.204 p.168 0.161 D.134 


38 0.246 0.200 |0.164 (0.167 (0.131 |0.134 (0.113 (0.119 0.101 
39 0.242 0.196 0.161 0.154 0.129 0.131 0.111 0.116 0.099 
40 0.237 |0.192 |0.158 |0.151 |0.126 0.114 |0.097 


| 262. 


第 十 章 最 小 二 乘法 中 的 分 布 


第 一 节 最 小 二 乘法 基础 


一 、 未 知 量 解 求 
为 求 未 知 量 xi, x,,…, %， 常 测量 它们 的 线性 函数 nont 
Жа 043; Нах, +. Haux (i21, 2,.--, п), Bh, Bn2t, 
故 对 li 须 考虑 残 差 zg， 才 能 得 到 如 下 等 式 
ах + dy; X, + ++ аи, — v, 


G, Xi аз, х, + ++ а=, — v, (10.1) 


s iX + баз, + Ta, XX mls — 0, 
未 知 量 最 佳 值 应 满足 最 小 二 乘法 ， 即 须 使 
Уо min 
. TA Y'o1=0, 182 Y ,utory 一 0 或 uaty 一 0， 于 是 


pm 9] 4-1 


(чин) + Dan)st «x sun) к 


= аз 


=! 
Жіз1,2,-5,ө, ЩИ Ёз, ж», ЕЖЕН 
“263. 


(Za,ao)x + (Zasas)x, + + (Хацаи)ж= Ха, 
(Заза хи + (Хацьаць )хь + -*- + (Хаиви )ж= Уаш, 
(Халал )xi + (Зала, )x; + ++ + (Хана )х,= Хаш, 
(10.2) . 
ЖЕ, МЛ (1010459 
ба РА (10.3) 
V-L—AX 
-L-—X'A' 
dL аа —L)=0 


可 得 正规 方程 
A'AX—A'L (90,4) 


我 们 通常 可 设 

1. МА, ШІ EL=A4AX (X IXE), 

2. ШЕМЕН, ІРІ то, 

3. RGA)-t «n 
FERCLA)=R(A)=t, ЖАА, МОНА АА)", 
于 是 

X=(A AY A'L (10.5) 
ii 

(4A)! = (ад) =Q (10,6) 
通常 令 正 规 方程 右 端 为 1, 0,… ,0， 和 ,1,… ,0，… 而 解 出 Q 的 
Ж), ОЕ, АРА, ОБЖ. 


二 、 误 差 计算 


下 面 讨论 未 知 量 及 其 函数 标准 差 的 计算 。 
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X=(# AVAL 


VL-c'I 
故 由 式 (8.8) 可 知 
VX-—(A' AV A (V L) ACA! A) 
=9*( A A)”: 
-ос9 
АРУ Е №, хн ЖК 
оі —o'qu 
0117 31 М анау 
又 对 于 未 知 量 函数 
р + а 
W 
Е-(һ, foso fY 
则 
f-F'X 
于 是 


ai=Vf=F(V X)F=o*”QF 


=(f!qu +2f.f,.qu + +/14и+ )O? 


H F, ЗЯ с КИА 


VL [S 
МА n—t 
Уся? Я 
V=L— АХ 


ри ХА 
ü 


Zw-V'V-LL—X'A'L—L'AX - X'A'AX 


(10.7) 


(10.8) 
(10.9) 


(10.10) 


(10.11) 
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因 AAX=AL, # 
Zw-LL—L' AX 
-LL-L A(4 ANAL 
-L'(I—A')L 
=L'L— (AXY AX (10.12) 
Я RER 
在 平面 上 测 得 "之 2 点 为 (hm) (5,72), 56, (Ён, m), 
对 它们 配 直线 


п=а+ fi 
列 误差 方程 
| L é [ a т о 
HC) 
1 & В 7» 0, 
则 正规 方程 为 
п Bi En 
x, ze Хв) = (Za ) 
解 得 
a >{1 йе Zm 
( 37% Е E En | —Zh X Оған ) 
$ 
1— nË: 24 
Su 21—15 = [> >а, zd |/ š 
ІШ 


( ›-| 1 1, 
Ej (т (Е) Ст) 
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正规 方程 亦 常 由 另 一 法 求解 ， 因 
na4- (Z£)fi2ZXmg. 
(5&‹)а+ (ZE; B= Z&m 
引用 高 斯 求 和 记号 [ WEZ, Еж 
nad [£18 [1 
[4Ја+ C£ 18— [£n] 


由 记号 
$:=[(#—Ё)*] 
и=[(—Е)(п—1)1 
Е=1[4] 
zc" 
п= [n] 
于 是 
В=5,./5,. 
а=1—ЕВ 
代 回 误差 方程 ， 可 求 出 w， 而 8=\/ -2 PI 
ЕНГІ 


op 一 CW 175 
WWE, тт: 
š, т 

10. 
2.2 
8.0 
4.5 
5,0 


ай o4 c мэ 一 
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MREDEH 


1 1 1.0 v, 
1 2 Е 2.2 9, 
1 3 =} 3.0 1-- | 5 
14 4 ) 4.5 D, 
1 5 5.0 Us 
正规 方程 为 


Сех 
(eter NL DO AJ 


в=\/ 15°! =0.25 


6,6. 1.1 =0.26 


第 二 节 ”正规 方程 及 最 小 二 乘 解 性 质 


我 们 米 研究 正规 方程 系数 矩阵 及 最 小 二 浅 解 的 一 些 性 
质 。 

性 质 1 主 规 方程 系数 矩阵 及 权 系 数 和 矩阵 对 称 、 满 Ж, 
正定 。 

证 НЛС RC A) ein, 故 R(A' A) S RCA) 


=i, [B 44 23150 DE, йж. X (CA A) — dA, dx 
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ЖАЯ. НАЗЫ ЕЕ, Ж. ЖЕЗ, 
АТПЕН А” АХЖ, НА, EX. ХВ>0 
B0, . 故 权 系数 矩 阵 亦 必 正 定 ， 从 而 对 称 ， 满 秩 。 
性 质 2 ”最 小 二 乘 解 具有 唯一 性 、 无 偏 性 、 有 效 性 。 
证 
(1) 因 
ААХ = AL 
而 4'A 满 秩 ， 故 解 唯一 。 
(2) 对 任意 函数 
[-F'X 
Efz-F'EX-F'(A4 A) A'EL 
= РАА) A AX —F' X, 
# f 无 偏 。 
特别 取 F =1， 则 得 EX=X。。 
(3) 对 
f=F'X 
оо А A' Ay tF 
жан f SEREH f'-F'X*, X*=GL, gi X* fE 32 f* 
EARE, ЩЕХ*=СЕЁГ=САХ,=Х, HEX, фф 
成 立 ， 故 GA-—1. BEROL,—F'GG'Fo*,JgD-—(A(A4' Ау! 
—G'NE, HB I 
D'D—F'((A' 4) 4' СНА А) GF 
-FüuGG'—(A4' A) 1yF20 


F'(A АУЕ«<ЕССЕ 
о01<0% 
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从 而 最 小 二 乘 解 的 函数 包含 六 的 任 一 分 量 方差 皆 最 小 ， 有 
效 性 得 证 。 


第 三 节 ”最 小 二 乘法 误差 分 布 


对 误差 方程 
AX=L—V 
# L—N( AX, œI), R(A)=i<n, XE 


AX,=L—A 
则 误差 向 量 A~N(40，c 了 )， 由 第 二 章 第 十 一 节 奇 异 单位 EE 
A 性 质 知 
V-—L—AX-L—AA*L 
—u- 4 y, — 4! AXE A) 


BA 'A=4, d 

V=(I—4°)A 
由 

—4y-I-4 
я 


VV «A (I—4*)8 
但 对 赛 等 对 称 阵 А, НЕЖЕР, 4 F'ATF AGO Ж 
阵 ， 其 宇 对 角 元 素 t езі, KRK, wE UA )F=I— 
FAF 为 对 角 阵 ， 其 主 对 角 元 素 4 一 t 个 为 I， 其余 为 0。 
而 
VV=A(I~A°)A 
=A'FF(I—A°)FF'A 
Жл-і 4 М(0, о?) 独立 随机 变量 平 广 和 ( 国 F'/A~N(0, 
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EL n—t) 
я., 
Е Zvi L. 
а 
故 取 


下 面 研究 x. 及 其 函数 的 极限 误差。 
由 


X-4L 
& 
X— Х,=А*1—-(4 4) 4 AX, 
= A*L— At AX, 
= ÁA*(L— AX) = 4*5 
但 


V=(I— AA 
B X— X, УУ 间 协 方差 为 
A*(VA)(I— A° Y 
= A*(I— A )=о*( А*— А*)==0 
X-X. 5V ЖЖ. ХИ 


Xt— Xto 
I Sak М 
oA qu (0,1) 


— (at) 


于 是 


(10.13) 


(10.14) 


e нез 
= у Фа 8, (п) 
V аа — Qu 20. 


而 x+ 的 极限 误差 


zzfy(n—t)*ó, 
同样 对 x, 的 函数 /-ҒХ,ж 
в 4,І-Һ 


— рак, 
Рак 3» 22 д, 
而 了 的 极限 误差 
A,=t(n—t):ó, 
我 们 有 以 下 性质 ， 


(10.15) 


(10.18) 


(10.17) 


(10,18) 


性 质 L= AX, +A, А--М,(0, otl), R(A)=t< 


n, ИЛ 的 最 小 二 乘 估计 


X=( A A ТАТАМ, (AA) >) 


, 证 BOCSLANCAX, ot 线性 函数 ， 玖 服从 正 态 分 


f. X 


ЕХ=(А’А) "АЕ A) A AX =X, 


УХ-оХ A' A)": 
得 证 。 
性 质 2 同性 质 1 条 件 ， 则 
CX) A AX Xo) 


(1) nd 46] 
(2) FT ие 


(3 ) ІЛЕ 
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х= X 
Кп) 


(4) Je. 27 "Sw 
qa СЕР 


п-і (X —X,)' A ACX — X.) 
(5) 1 ТУ —F(t ,n—t) 
证 
(1) B X—X,—N«Q, 044-9), 
(2) BE. 


(3) НХЬГЖх, ХЕ, ВУ. 
(4) ВЕ 
(5) 由 (1) (2) 证 。 
例 1 对 平面 测 点 (5m), (5,08) 配 直线 
n=a+ BË 
由 正规 方程 
{ na-+[£]8=[n] 
* [£]a+ [#*18=[ë£n] 


WRH а, B. 
又 它们 的 标准 差 


=o 121 


ов=ол/ 1/$ 
当 按 直线 7 二 a 十 BE 计算 新 的 了 时 ， 其 标准 差 
1 Еу 
从 而 极限 误差 
с Ааа) LE 


Aubin 2) 1754 
A,=tb(n—° yo 1 620 
m 
ifj o 估计 为 


Soho, m 5 a+ E 2%, 
8/2 CARED, TX Doa BT, SWED, Ti) 


а+ BT. =D,—u., ізі1,2.-%,6 
由 正规 方程 解 出 


8=1.208 
a=4341.3 
代 国 误差 方程 ， 求 出 w， 而 
s= | Eo 4 
# t yf, D 的 极限 误差 
Мен THO 
一 加,osrs(4) X 0.241,59 


第 四 节 ”不 等 精度 及 相关 最 小 二 乘法 


前 而 论述 了 误差 各 分 量 无 关 等 精度 情况 ， 即 测量 值 1 无 
+274. 


. 关 且 等 精度 情况 。 下 面 将 讨论 相关 或 无 关 但 不 等 精度 时 的 最 
小 二 乘法 ， | 

性 质 ЖТ-АХ НА, IB АМО, P) ЕР" Е 
X, R(A)=t<n, WA X, 的 最 小 二 乘 佑 计 X кю 2: V = 
L—AX 有 

(1) X=(A'PAY1APL—=#N(X,, оқ А’РА)-*) 
(CCS Ap ACE- X) 2 


(2) x«t) 


(3) LP Len 
(4) XX 与 PV 独立 1 25 


(6) 9н) 
"i "Ed K 


n—i 


RH (0) 9Q— (APA), HN f=F' X 


J FoF P 


(1) m 已 ">>0， 故 有 非 异 方 阵 卫 使 户 := DD', 而 
D-'L=D'AX,+ DA 
Ix. | 
Z=BX,+n 
Wn-—N.(0, о), Я 
Х =(В'В)-'В'2=(.А'РА)-: АРІ 
2755 


为 正 态 且 . 
EX-(APAY) ÁPAX =X, 
V X « (AP A)" A PoP- PALAPA)" 
о РА)” 
(2) 由 (1) 
(з) LIF Y (2 BXY (GI BX) (70) 
(4) HX5(Z—BXY(Z—BX)3ày. 
(5) 由 (1)(2)(3) 可 证 。 
(6) 由 (2)(3)(4) 可 证 。 
BVA=VL, ЖАН, Вехи 
及 误差 性 质 可 按 本 性 质 求 出 。 
我 们 经 常 遇 到 不 等 精度 无 关 测量 情况 ， 此 时 
VA=VL 


` сі 
-| оз іе 


Zu | 


其 中 b 2 ВУ. 
此 时 解 题 所 用 最 小 二 乘法 程序 为 ， 
(1) 列 误差 方程 
AX-L-V (10.19) 
(2) H Хро? =V’ PV —min 得 正规 方程 
A'PAX = АРІ (10.20) 
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(3) 未 知 量 最 佳 值 
X=(Æ PAY A PL=(qu) APL 
(4) 单位 权 标准 差 估 计 值 


2 == Epi 
в=\/ n—t 


(8) 最 佳 值 及 其 函数 标准 差 及 估计 值 


at 一 OA ан 
ок х==о/ РОГ 
i= N qa 
zx 一 CNW F'OF 
(6) 极限 误差 z 
ETEEN Ч -2 


Apx tnt] РОР È E 


zi(n—t)-6, 


(10.21) 


(10.22) 


(10.23) 
(10.24) 
(10:25) 
(10.26) 


(10.27) 


-efy(n—t)-Opx 


(10.28) 


мя жин, BEI APADEA 


-хіу = 123—0 权 
一 y+z 二 1114 一 0， 权 
—х +z=1142—, М 
x = 78— М 
y = 99—u М 
2=1216—% 权 
为 计算 方便 ， 取 近似 值 
x= 78 十 6x 
y= 99+8у 
2z 一 1216 十 6z 


2 


m c wc m t 


只 须 对 х, ду, дг 用 最 小 二 乘法 求 最 佳 值 即 可 。 
ansam 

—óx-róy = 2 —u 

一 6y 十 6z 一 一 3 --о, 

一 6x +óz= 4 –0, 


БУ 

І 

1 

кы 
мия 
€ o m b t t 


组 成 正规 方程 
9дх— 20y — 2022 — 12 
—26x+96y—26z= 10 
—20х— 200+ 9д2= 2 
解 得 
Óz= 0.181 
óy- 0.909 
ôx=— 1,091 
将 0х, ду, дг 代 回 误差 方程 ， 求 出 vv 及 
Z por=35.46 


ж |= 2ге! EE 35. sL 


将 正规 方程 右 端 代 以 1，0，0 1, 0, 0, 0, 19% 
Q1770.127, q,,—0,036, qis=0.036 
4:2=0.127, @»==0.036 
451770. 127 


而 


于 是 
8.--бА/ qu =1.2 


9 一 6wW аы 一 1.2 
б:=6^ 4, 一 1.2 


如 需求 f 一 一 x 十 %， 则 其 标准 差 


91 —oftau t 2f ifia 2f ifia d f ian 


+ 2fif idus fiqa y 


=o3((—1)'qu 4-2(—1) х14+0+1° 


ха +0+0}=0*0.18 
代入 96， 得 


deb VI 14 
第 五 节 条件 测量 平 差 


R q gt L. 满足 条 件 
Bo 二 一 0， ғ<п 


ЖІ. 888829 L, ELOSL-V, WESS 
B'(L—V)+B=0 
ddi—B'L—B,—W, ЦЕН» 
B'V -W 0 
我 们 通常 可 设 ， 
1. 测量 只 有 偶然 误差 ， 即 EL=Lo 
2. 测量 向 量 的 分 量 l 独立 ， 即 


сі à p 


Vi=| °: 一 oa 


b 


pa! 


3, R(B)er 
FHERR PV =mi ТКИ, ЛИ ARE 
系数 向 量 天 ， 作 
y-V'PV —2K'(B'V +W) 
-V'PV —2(V'B--W^)K 


дф == Pm -37 
gp =2РИ-2ВК =0>V =P BK 


代入 条 件 式 ， 得 求 联 系数 向 最 开 的 正规 方程 
ВІР ВК +W=0 
因 正 定 阵 已 :可 分 解 为 P =DD, ШО ЗЕ, 
# R(GB'P^'B)-R(B'DD'B)-R(D'B)-R(B)er, 故 
В'РУВ 对 称 、 满 秩 、 正 定 。 从 而 上 述 方程 可 解 。 于 是 
V=P-iBK=—P-'B(B'P-1B) W 
下 面 讨论 有 关 估计 性 质 及 误差 计算 。 
1i. HW 
EV = E(P^' B(B'P- B) (B/L-By)) 
=P-AB(B'P-'B)U(B'EL+ B,)=0 
E(L—V)«EL-L, 
WL—V E Lo 的 无 偏 估计 。 
2. Ури: =И’РИ=К”(В’Р—В)К 
L-—K'W---—WK' 
3. 方差 
V(L—V)-V(L— P^" B(B'P-B) (B'L-By)) 
Bp 
V(L—V)2-V(I—P^B(B'P^B)B')L 
—-(I—P-^B(B'PB)B')P^W(I 
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CM 


— В(В'Р-1В)-*В’Р-1)о* 
=Р-(1--В(В’Р-1В)-1В/ Ро 


Vo) mot ( 1 — EPB P-B B Pu } 


县 线性 函数 = РОДИ) 的 方差 
V f « F'P-(1—B(B'P^B)^B'P-)Fo 


=Í > £ L-FP2BU'PHB)?B'PAF) 


ЗЕ 


例 平面 四 边 形 四 个 内 角 独 立 测 量 结果 为 hs В, 1,1, 


Bg 
h 


E | А | 
h 
l, 
1 的 权 为 р, ХЕ 


А 
А 
b 


b. 
我 们 来 确定 四 边 形 内 角 并 估计 误差 。 
ARER В'„+ Bo 一 0 为 


үш 


1 
сама i pe 
іш 


les 


P= 


«2017 


—(1,1,1,1) +2л=ш 
得 条 件 式 


uU 
(1,1,1,1) +w=0 


Us 
à 
2, 
对 (此 时 仅 一 个 数 ) 有 正规 方程 
pi 1 
pi! 1 
(1,1,1,1) В+ шз 0 
ps! 1 
2! 1 


1 +1 т 
k=— 
| (2. +} -+1 Pu >) 
记 po=pipsps+ PPP bbb. +b bp, 得 
hes — PADS (oll m ll) 
po 


Барар (l +1,+1,+1,—2m) 
V-PABK- БАРЫ, +l +l, 22) 
БАРР (l +l +l +l, — 2a) 
bibibibi 1-11, 27) 
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而 世 的 最 佳 值 为 工 一 六 ， 而 


Dol Pat Ри) + Рар, — bb, 
gi — Рар, Pal bit b.) + bib. 
也 一 矿 ) = 一 
á ) b — bb, — bb, 
— Р.Р, — bb 
一 加 加 ` = РР: 
一 办 加 — bb 
DIG b) + pp —Рр, 
一 力 加 Dil D: + Р») + P4. 


ô= | hub SLT 28] ppps Арт 


第 六 节 带 条 件 的 最 小 二 乘法 分 布 


我 们 先 说 明 一 个 二 次 型 的 引 理 ， 
引 理 ”车 随 机 向 量 了 的 方差 VY= Z, ИХ 
E(Y'GY )-tr(GX)-- CEY^)G(EY) 
证 
E(Y'GY у== E((Y — EY 'G(Y — EY )) 
--CEY^)G( EY) 
ztrE(G(Y -EY )(Y — EY y') 
+(EY')G(EY) 
=#(65)+(ЕУ’)С(ЕУ) 
下 面 研究 带 有 条 件 的 最 小 二 乘法 。 
考 测 得 待 求 向 量 X, 的 线性 函数 二， 并 . 知 Xo 应 满足 
HX,—W, Bp 
L=AX +ÀA 


HXo=W 
BAN, eH), RA=i, R(H)=s<t, X, Br 


知 数 t— sn, 
性 质 1 在 上 述 条 件 下 ， 改 s 的 最 小 二 乘 估计 
Xa=X—(A A HD (HX —W) 
其 中 DSHI A) H, ШХ- А 4) AL 为 无 条 件 时 的 
uh — 8 it. 
证 BERG Xa BORA TEH X =W, H5 A Ж Ж 
қы 
Qz:(L—AXg) (L— AX g) 2A (HX g—W) 


由 
90 
8X. —24'L--24' AX gA- 2H'À 0 
99 2 HXa-W)=0 
得 
HXsg=W 
X ge (A 4) MA L— CIA) HÀ 
—X—(A4 A)^H'À 
я 
й=НХв=НХ-Н( А’ AY HA 
f 


A-(HGA A) ^H') (HX -W) 
=D-'(HX—W) 
Ха-Х-( А A) H'D HXW) 
性 质 2 同上 条 件 ， 成 立 
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IL- AX = 11 АХ (ХХ) 
+1А(Ха—Х„)И 
. Ш 
#=(L— AX.) (L— AX.) 
={(1—АХ)+(АХ—АХ»в)+(АХя 
— AX )U 4(L— AX) CAX— AX y) 
+(АХа—АХ,)} 
-Ж--2(1--АХ)”А(Х- Ха) 
42(L—AXY ACX 4,— X) 
ж АА- Ха) A A(X 5— Хь) 
因 
(L— AX) A-V' А=0 
(X— Xp) A Al Xa Xo) `: 
АНАА) -A'A ХХ.) 
=А'(И—И)=0 
得 证 。 
.性 质 3 同上 条 件 ， 成 立 
abel rct Pagar 
证 
E-(L—AX) A(X —Xg)) 4(L— AX) 
TA(OX— X3)! 
zd --2(L— AX) A(X— Xa) 
一 右 
性 质 4 同上 条 件 ， 成 立 
(1) Xa~N (Xs, (A4) I-H D H A А) 
(2) ENAX- Хь) =s 
(3) @Va=4Xn—L, RSSa=V Уһ, WI 
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E(RSSg)-—(n—i-Fs)o* 
证 
(1) Xg—X—(A4 A) H'D HXW) 
-(I—(4 A) H'D IH) X— (AJ H'D W 
Xa ХАН, AXES, KAES. X 
EXy=Xo~—(A A) H'D (HX —W)= X, 
V X 4—41—(A АУЫ DH yo*(A A) 41 
—(4 A) H'D HY 
=0( A A) (1—H'D^ H(A A)") 


(2) H 
X—X4—(AA) ^ H'D(HX—W) 
故 à 
, АК X a) (X — Хы)” ААХ Xp) 
z(HX—W)'D^H(A' A) 4A! ACA! A)?! 
:H'D'(HX—W) 


-(HX—WYyD^(HX-—W) 
B8HX-WE&, H 
E(HX—W ))=HX—-W=0 
V(HX—W )=Ноҷ АА) 'H'=o*D 
&HX-—W-N,(0, о), 5 
V(X—X4) VAGA) IH'D^(H X—W)) 
=0%(.4 A) H'D H(A A)! 
由 引 理 
EJA(X—X m)l? 
-Е(Х-А,)А/А(Х- Ха) 
tA Ag* А’ AV H'D H(A AY’ 0 
zUugH'D''H(A4' A)! 
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=0trD H( A' A) H’ 
=øtrD D 
-9Gtrl, 


一 SO 


(3) 由 性 质 3， 若 记 无 条 件 残 差 平方 和 “ 


IL—AX =RSS 
则 
Е RSSa 一 已 RSS--E|A(X— Xa)? 
=(n—t+s)o* 
ERS 同上 条 件 ， 成 立 
(1) RSS,—RSS—-(HX—W)y 
АН“ AÁÀIH'y (HX -W) 
(2) RSSa 一 RSS 与 SS 独立 ， 且 
RSS ,—BRSS , 
—— e EQ) 
RSS se ті --Е(з, n—t) 
3 : 
(1) 由 性 质 4 证 (2) 中 知 ， 有 
RSS4— RSS= | A( X— X? 
-(HX—WyD-(HX-—W) 
RED, Hi 


(2) 因 RsSr 一 RSS 是 X 函数 ， 但 RSS 与 X 独 立 ， 
RSSn 一 RSS 与 RSS 独 立 。 又 由 性 质 4 证 (2) 中 有 
HX—W--N.(0, chHCA' AH) 
故 


НОА НН, 


2875 . 


RSSa RSS А, 


~- 


# Fat. 


第 七 节 ” 带 条 件 的 最 小 二 乘法 分 布 应 用 


上 节理 论 可 用 于 假设 检验 。 若 
L— АХ. +А 
He HX,=W 
BASN., oI), R(A)=t, R(H)=s<t, t—s<n, 


现 可 检验 H, iBiz, ШІНХ- SX. 
1. BF 分 布 
# H, 为 真 ， 由 上 节 人 性 质 5， 知 
p X—WyY(H(4' A H^) X-W) nt 
RSS Us 


-“Е(з,п--і) 
例 1 设 
и=аь-+8, 
у:=2а,—а + д, 
”gs 一 aao 十 2co 十 6 
Ноацта, 


MJ H, Л 
ЫТ] 
НХ,=(1, = = 
а, = x) 0 
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_ GOLXY GIGA A)HAY (HX) 1 
к= RSS 1770.0 


) 


4'А=( ó А ) ue» ut js 


EXCEPT +) 
X=( LA'A L= 


Hunt 2u) 


故 
Fo ggg ea, 1) 
# Е<Е.(1,1), Ш Но. 
Я 2 
L= AX,+A 
Hy, Xe 一 … 一 Xo = 0 
此 时 H, SH X =0, Ші 
etm 
4H 成 立 


(HXYCH04A HI HX n—: 
RSS Us 


—F(t—1, n—t) 
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2. Bt 
EH-(a, ,us) 为 行 向 量 ， ICH HX =u у, H 
FEX—w-—N(0, od?) 
RuhdeHQÉAY HS k — ` 
HX- 
^ ed PNG, 1) 


PSS пзу азан 


于 是 
EE E деса 
ГЕ 
例 3 
Ba a 
Ны шта (ct 为 某 一 常数 ) 
取 
Н-(0,:,0,1,0,:,0) 
因 


НХ=х 
d'—H(A'A) H'zqq 
式 中 (074) 7:= (9), йй 


# t 小 于 + 分 布 临界 值 ， 则 可 认为 X977 C8, 
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第 十 一 章 “” 非 中 心 分 布 、Wishart 
及 Hotelling 分 布 


第 一 节 ” 非 中 心 X: 分 布 
定义 Же--М(ш, ПХ, Ж 


Léim’, 4) 


» 
即 自由 度 为 . 非 中心 参 数 为 4 一半 ud RO 3E rh x* # №. 
11 


жо, As ido (А), 
性 质 1 Хо, DARE 


о L(A) tz" 
= > » 
2 2 r( n4) 
9, . x«0 
(11.1) 


证 车 至 少 一 个 pu 二 0， 作 正 交 变换 
өледі СЕ ЕГІ 


m= rZ 
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P ш) Z8 2364 Zu 

= 5} —21^/ 1 +A 

een 3 (т-м) E E s pi 

Нё 
(7 exo[ хуз} 

# n 密度 为 


Ju) e[-1 (mn TV Het sent) Y 


由 对 其 余 变 量 积 分 ， 知 由 0, Нами £, 1), э», 
5", 08 N(0,1), FEDE = У Lug, 而 x 一 ?3 ，o 一 他 十 
Ете (1), 

Юте М/Т, 1), ж її 密度 当 x<<0 时 为 g(x) 2:0, 
3 xLom | 


-. == 
“= ss He ED) 


нел) 


292. 


ni 2o ( m+ i- (2т)1^/я 


tə |> 


а(ю=е_ zd» x'(x| 2m-- 1) 


其 中 xt | 20-1228 B HS В № 2m+1 BJ № f(x), 而 
(u, ӘЖЕ 
А оо - 
CY) сойлеу чур 
由 хн, m xam 
2A = 
e 2 Yu) x (x1 2m--») 
代入 x^ 密度 得 证 。 | 
+2 同性 质 1 条 件 а ше, ХҚ», AR» 


хо). 
我 们 知道 ， 对 和 从 (>)，: 其 半 不 变量 心 一 pz， 一 2。 


性 质 3 их, М), шу (Ys 
iet 441 


性 质 4 ENS oom, WA x (v, d 
іші 


iem Le (As, 1), тета, 


T 

性 质 5 ЖЕ--М.(и, ІШЕ E~ O, ши). 
KEXP É, e, £, 作为 点 分 量 即 可 。 

性 质 6 x*(»，4) 的 特征 函数 


000) =(1—2107'%ехрт Ші 


证 Нл“, AERE, ЖИЕК 


-Å m ics 
$e jemfindeme z (2) imme" T 
因 


eo ш T Әкені inta } 


А т 
=> ( га) 


-А і ` =>. 
0(t)=e окр а-а) 2 
2294- 


性 质 7 x*(»，4) 的 半 不 变量 
Kr=(p+rA)2" i(r—1)! 
Жк —v-À, 2 2(v4- 24), к=8(7+ 3А), к,-«48(»--44), 
性 质 8 x'G, 5x 关系 ë 
(1) 分 布 函数 


F(x, v, De F( Ep n) 


而 а--у--А, = Ly n7 11$, 
(2) Эм, Ж 
F(xs v, A)=F (хі; 71)=1—p 
则 分 位 点 5 一 (1 十 B)x 
性 质 9 若 y~Ns(p, Z)H 270, М 
y Ey~x(p, WEH). 

证 ІҢ Хро, 故 有 非 异 方 阵 C 使 C32C’=J， ж 5-с! 
(C) R 2= Су, М] y/ Z^ ymz'(CXC)'!z-z'z, М z~ 
N Cu, Г), # yZ'yere—x b u'C'Cu)= (р, 
и-и), P 

性 质 10 若 样 本 向 量 mn +, ха 为 独立 同 分 Ж N (u, 
区) 随机 向 量 ， 则 平均 向 量 


Es=- Еж пути e 
Уй=Е(#—и)(®—и)' 
Ух Ух Й 
= 元 (全 一人 
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=ҺЕ (Zx—nu)( Zx—nu) 


Bd x 与 xy 独立 ， 故 
Vi i YE(s—u)(x—uy 


# #—N (u, 15) 
性 质 11 若 样 本 向 量 d, yox, 为 独立 同 分 布 Nala, 
DENAR, WSS 时 有 | 
n(X —4,) (X —u)— р, п(и—ш)' Z^ (u—u)) 
其 中 必 为 与 4 同 阶 向 量 。 
证 Мп ио) ММ n (iu), 5), Ш 
: "(X —u,) Z^ (Z — u) =y Xy 
由 人 性质 9 得 证 。 


第 二 节 ，” 非 中 心 (分 布 
定义 DAE QNIN 
T TOF AMA 中 心 Өз, 
HERI !(>，4) 的 密度 为 


Hz)= 一 一 ”2 x (rimi) 
А” г(». Jota)? 2 Hiis 
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de. [M x (11.2) 


证 (é, DORIA 
A x y 
-(#-4yy -2 >. 
l ын ( š 7; 2,2 dydx 
vss (а) 
作 变 换 y=r sin 0, x—rcosó, mp|J|—2r'cosó, (ғ, 
6) 密 度 元 为 


А _1 n 
—5 7%(%-2/ віп 0) 
2 e e 2 


r'(cos 0)'7!drdà 


n са 
-e ?е 2 (eos y^ y: sint)" (4 un", 
"3292 y meo 
N222? Г (3) 


агай 
对 -从 0 到 co 积分 ， 注 意 
vim 


оо Ln ті 
ЕТІ 2 y+m+1 
f е ага г( 2 ) 


得 0 密度 为 
-E »tmt) 
> (совбу у” Геи 
mir 5 
(Asin0)" 
xcd 


4 А zd 
{Н © ЗЕН z=,/ vtg0, 38 Ü 变 到 2, 8 d0=>, ?cos0 
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di， 将 > 换 回 x， 得 证 。 
性 质 ? жа, Š, УЖИН 2 f М(и, 中) 随机 变 
R, 076 为 任 一 数 ， 则 


BRE) ЖЕРМЕН “uh 
d g 


"ixi 
n—i 
证 因 

n= Yo 


ЕНЕСІ 


ре, loci Еу, ү) 


Ну, (i, 
从 此 性 质 知 ， 若 b=, MJ nm—(n—1). | 
性 质 3 ЖА, сз, fm т, +=, ЕЖУ, ERAN 
(Hi, о%), Tio (us, а“) д] 
= / mn(m+n—2) | %-й-с 
m e 


JÈ (&—&)#+ (mi) 


UGES 
~t(m+n—2, à) 
而 “为 任 一 数 ， 且 


特别 当 c= ш — u 时， б--Қт-.п--2), 
性 质 4 (v, Aum 5329 
Ешс,4 


o eu + Czo 
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Jin ?一 1 
сы үө сат 25—01, “т. 


性 质 5 ЖҚ», 4), Қ»), NO, Din 
F(t; v, A)& F(t^ v) (x) 
则 
2 和 十 1 , 4х +12 +1 


NP" 
teer ШЕ pi 4v 32»* 


ж x+ 4x 
2 
+4 5- ке 


_ 3 = )-" $i 
第 三 节 ” 非 中 心 F 分 布 

定义 # Ex' QA) £x o PR, Ж 
nm РО, э, A) 


即 自由 度 n 非 中 心 参 数 4 的 非 中 心 严 分 布 。 
性 质 Fo, », DAZE 
И» 


| Г үҙен) 
1 ra. е” 


m (+m +, ) 2 


0, : х<0 


性 质 2 # iet, 0)Up J—F(i, >, д), 
特别 有 ， 车 é~), Д А, v) 
证 因 
[e I) poe X, д) 
м xtv)» ` xy» 
| 且 分 子 分 母 独立 。 


性 质 3 车 非 中 心 严 分 布 与 五 分 布 的 分 布 函数 成 立 
ЕКЕ; v, 9», A) F'(F'5 vi, ж) 
则 


性 质 4 F(v,，v,，4) 期 望 与 方差 为 


_ 2+4) 
Е уув > 


CT. NN b (yl 
с = +h) t (ъ»—2)(>,+ 24), 
当 »4 
第 四 节 


非 中 心 分 布 应 用 


ЗЕН ФЕВ ЕН ЖМУ, 
统计 检验 中 要 用 施行 特征 函数 。 施 行 特征 函数 由 OC a 
Ee 
L(w, Q)—i—P(£€w|Q) 
яфо 为 拒绝 域 ，Q 为 参数 。 
车 Q, 为 原 假设 ，Q. 为 备 择 假设 ， 而 


Liw, О„)=1—@ 
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Ки, Q,)=8 
Wa 为 拒 真 概率 ， 为 纳 伪 概率 。 
理想 情况 是 ， 当 Q=Q, B Ци, (Q)=1, à Q=Q, № 
L(w,. 9)=0. 
ЛЕА, х—М(т, о), m, o Xl, SL Sr 9C 
m, Ж О=0, 18 т=т, О-О, 指 m 一 mu 而 


to: |t| >t, 
而 
fe Tai 
s= (оаа) 
此 时 
Lu，Q)=PGEuwlQ) 


为 I 


с 


P(—t«n|] 77 4) mni metam 


Wi ! RA Era di, г-у. 
设 此 非 中 心 t WERA fu), RU Ls, 00% 
fe, fando 


当 а=0.05 时 ， 上 图 如 图 11.1。 


第 五 节 Wishart 分 布 ` 


ЖУ yen, ERA, НЕ 


4 一 > уу! Ио, X, M'M) 


ат 
即 非 中 心 Wishart SA S, 
ЖХ XPye-N,(0, EY, HSER, Ж 


А= Уууу», 2) 


B) Wishart 分 布 。 

引 理 ” 若 对 称 方 阵 
Ац А, 
Жоғ, 


其 中 А, 为 非 异 方 阵 ， 作 
I А4 


uc ы?) 


== 


则 


Au 444214, 
ВАВ" -( 


22 
141718114118] = |4һ- 4:421 4,11:1 An 
BAIE, ШВАВТЕж (АЖ A—DD', РЯ), 

ВА ЧА 4, 正定 。 


性 质 1 ШосрЫ, AmyiyyteWs(», X) 


PLI 
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分 布 密度 为 
з-р-і 
салт 

14! exo( — tz '4) 

Gert curn өшін”, 450 
| 2244707 Pis ELO 2) 
0, AU 
(11.4) 


注意 所 谓 随机 和 矩阵 分 布 指 其 各 元 素 联合 分 布 ， 对 于 对 称 
随机 矩阵 4， 是 指 其 不 同 元 Жал, аһ, ee, аһ, Gu, +, 


д s ant ED юка зү, 


证 
1. 先 证 2 一 7 情况 。 用 妇 纳 法 
Шр-1М, A-x'(v) ЕМЖМ, G3 p—1 2 k JÑ 
成 立 ， 往 证 对 户 维 成 立 。 命 
y=, Jas `, Un) 


Уа Um Yr: 
=. > o г асе, мю, , и”) 
Уә We * У» 
而 
Уз 
X 
Yar 
则 
аш at 
Узын 4 “a 
aot xx" ас» 4, 
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对 固定 的 x， 求 ua Жу ӘНІН, RADE 
у= f, +e 
按 最 小 二 乘法 ， 得 6 一 (xx') x= Азаа), 注意 2 一 N(0， 
Г), Bi В= Ах, УВ= А1 А = Аі, dk B—N(0, 
A73)， 又 残 差 平 方 和 由 式 00.12) 得 
yy' — (X В) Ва ааа діа 
GXEDRvDD. 
残 差 平方 和 RSS 5 В= Куза, 独立 ， 故 RSS 与 а= 
Ара м, п 
Қан-а%» А ас», ай», Аа) 
= (а аА ас», al ААУҒАМ) 


тері, 9 es 1 Ж 
E 2 Ri e Bs . м Anl exi( — 2194154) 
»—pb jv 2-1 
2 rí 2+1) (2л) 3 


2 


ығ xp( 一 二 tr A, ) 


ИБ GDG y PED 
‚Р pn r=) 


ізі 


Жн н=а а, Ala, ESL ята Ц (usato, 
Аз) >in, ар, An), |Т|=1, $8 
(ап, а, Аһ) 即 4 的 密度 。 
2. 再 考虑 一 般 正 定 阵 了 情况 。 
ЯНЕЖЕУ. НЯ ЕВ ВУВ’=1, mi 
一 Byo( Ву)" 


.304 - 


因 Bu—N,(0, Г), T3EA*SBABAMW (v, Г), Ей 
EE, WAGES 


-sD 


|BAB'| 2 exp( dtr BAB' ) 


E 2 EET] riti) 


іші 


|е 


В ВУВ’=1, & B'B=X-', tr BAB’=tr АВ’В= мт АХ, 
XHIB1I12118'I=1, Ж 


181=121 2 
Ы 
代入 得 证 。 
№ pei EIN, А-Қ»), Wishart 分 布 为 
入 分布 推广 。 
性 质 2 Ж 4-7,0, У), ИКЕ Ghan, …， 
Ор», 2813, ©, 2a» .,,» 特征 函数 ) 


zx 
Eeto — —_ 17:12 шы 1 
Ж LA 
1Z7'— 210] 2 MH -—2iZ0|? 
其 中 075 px p Ж, 
证 


Бетал EeitrZyaya'0 = Вей Хуа "Фуа 
ve Ее! Хуа 'вуа == I Eeiya’ буе 
=( Eeiyo' виа)” 
因 6 为 实 对 称 阵 ， 了 >0， 故 由 第 二 章 第 九 节 性 质 4， 知 有 莫 
ЛЕ B 
В'У-Вы1 


B'0B= Л (A 对 角 阵 》 
Е ys BZ, Wi 
Ее’ бу = EeiZAZ — Е, eiZhiz = | E eihizi? 
因 4=B-w， 故 zi 一 N(0，1) 独 立 ， 而 
кле Ж 
Eeumm(1—2iA4) 2 
Еейе'буз== | 1—24] 2 
1B3-:B4=1 
IB|*=1/| 571 
|—2i 4| | B'Z-'B—2iB'0B| 
=|B|*| Z7'— 20| 


1571-2061 
= т 


E 


ual IDe К 
S ONDES р = = ПС agp 


性 质 3 + uN (u, Zhi, WJ 


п nel 
(1) А= > (9-4) (y, —9)' = 22242! 
amı а=) 
Жр za~ (0, У) (а=1, 2, , п—1) 
(2) 5 与 4 独立 ， 
(3) ZEE. MJ A—HW(n—1, X), 


证 RERI: 


" I e | 
D= 4,14 danin 
m a 
An An 
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FER 


Za 一 > daty; 
3-і 
即 
Gy >, 2а) = (Qn, `, ШАЛУ 
则 


Exe EZ gym M nh 
Ez,— E Zd,,y,— Xd, 
= Tud, >=, (азап) 


соу(2а, z5)- E(z, — Ez,)(z2, — Ez,) 
- Чиа Е (ии) yu) 


p: а\ В 
Z, а=В 
# zo, (а=1, --, пў, Н 
2 N,(/ nu, >) 
ze-N,(0, У), (asm) 


A= > (ge 一 了 )(yo 一 及 "一 У yay =n’ 


А ал 
= У 2021—2321 = Y nci 
а=! aml 


由 zs r, 0-7-2, 5 4 独立 。 
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性 质 4 у М0, ХУ), МЕЖ, yW, Ха>9, 
A-Xygt-WG, X) 
aA—W (v, aZ) 
证 z^ а Уа--М(0, oZ), ШаЯ- ZG/ о уа) 


(лауа) 
ЖЖ А00, E) Аң», 5) 独立 ， 
Ш 4,4 As~ (ә Бәз, 2) 
此 由 特征 函数 可 证 。 
性 质 6 ж 4—W.» DE 
А, Aq {Т 
4-( 
`4. A. p 一 q 行 
则 А atv, Ха), AuW raO, Сә), А Хи М 
应 分 块 . 
№ 2,—0, W| 4, 与 AY, 
ERT 34-0 (0, У), B=CAC"(C 秩 为 Ф. ШВ 


Wa» СУС 
证 м САС/=С( Жуу! УС Z(Cy)( Cu)! X Сив 
N (0, CXC’), 


第 六 节 Hotelling 分 布 


定义 *ALW,.», 5), teN»(u, D), ШЖ 
T'*s= АЧ 
为 自由 度 为 ?的 Hotelling 248 Тр, v, и). 
9pm uN (0, >), DEX, Wü4—ZXyuy—W, 
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(›, У), id Z^7—(o"), А! = (а) 
(1) о?”/а”-2уЧ(>›—р+1)Н. 5(а,), i, j—1, >", 
ЕКА š d 
(2) Ei psum, Ш 
ГУ A7 (у p4-1) 


证 记 
Un 
I Уа 
y= А 
Mr ( ye ) 
Уи 


由 第 八 章 第 七 节 知 ,给 定 Vr 时 ， yiz 的 条 件 分 布 为 
N(#'ua, =, ) Ну, 5 ye —B' yu жу, X 
Q,— min Z(yo—B'ya ` 
=шщ(У,—ЁВ)/(У,—Ўй) 
=V 1—F(F'fyiY'yy, 
ERA x'(v— р)/0 分 布 ， 其 中 


E c e 


Us * Ура у» 
den p — 1 n2>p f 
ГУ FY, 


А- 
Y/Y Ү{Ү, 


іе | Y £f, Y EE EY 
=| FF| 4Y U- E РУ,} 


D o p+ 1) 
这 里 条 件 分 布 不 含 了 ， 故 与 了 独立， 从 而 与 0 i, j=1, 2, 
e, p—1 独立 。 
以 ys 任 一 分 量 ye Қоуа, ЖЖ 
9 ~X(v—p+1) 
(2) Bl-1, 命 B 为 pxp 阶 正 交 阵 ，! /为 其 第 p 
行 ， 则 
BAB'—W (v, BEB’) 
H (1), H(BAB^)" —BA"'B', (BEB')'! -BZ^'B', 由 
B 作 法 , BA B'5BE B'h p МУУС жон АЧ 
УРУ, Ж 
PEV AL Ку р+1) 
性 质 1 жЖА--И»(э,2),Е--Уоа, 5), uzt Hotelling 
分 布 变量 


ТАЧ 
有 
»—Pl.T' pp, v— p4- 1, ГР) 
р y 
证 
РА = 
Т®=›— PS ap GG 
X 


"xt 
д А *(»—p-1) 


- $10 · 


Amo 


BRERA t, HUS А 
Ви, 5), fif Ente (o, Ши), ВЕ, 
我 们 知道 ， 方 差 定义 为 


ә- Еу 
2-=| Juv. +, Еу») 
у,- Ey 
取 残 差 向 量 平 方 和 
а 
Jesi. 5, 1-9) +6 
gap 一 区 
Vi— Hi 
+| jn. ECL 
Yar — 


AM. 分 布 ， 而 样本 方差 А. 
性 质 2 жх. 为 取 自 Ми, XR, Н 


元 一 虐 3xu 
"n 


s= A= Hle (ta 
Т=щ(#—и,)/57Җ#—д) 
其 中 内 为 已 知 向 量 ， 则 T* 为 自由 度 n—1 的 Hotelling 分 布 
T*(p, n—1, /n(u—i)), B. 


т -Е(рл-р, n(a- is) Z^ (ii) 


АХЫ З) 


e911 


WJ 

T!—(n—1)y/ Ау 
Я у-—М›(/т(и—ш,), У), A—-W,n—i, Хау, 8 
证 。 


第 七 节 相关 系数 分 布 


我 们 知道 ， 二 维 随机 向 量 (#£，7) 的 相关 系数 
.cov(£,n) 
огол . 
ЖҚА, п) Оң, yi), Gn, Ya), с”, (ха, Ун), 样本 
相关 系数 
_ Z(x—x)( — 
EACEA Y 

性 质 1 E(a—1, 2, =, n) 是 来 Ë Ми, 2) Bk 

A, m 


Oi PIO: 
У= 
s ый 
则 样本 相关 系数 r 密度 为 
п-і 
2* *(1—p*) 2 а-ғ) 
(n—3)12 


"4 
2 


"T e yr 9) 


a-0 
证 (Е 


A= Y Gs ВУИ Цит, 5) 


me 


(cucaz 一 0 D EB Жаа et- 205 о, 7274 ci 2) 
2*" (0101 —^oto1) T/F r(5;- >) г(®;* п—2 


*+r=as/ anan, (8, бы, ЖЕЗ 
5—4 n—4 5-4 
M anani; : 43) Ыы а-е)? 


вито М Я Г" "uem 
f- xac в-а e) 


代入 
hc EE 


Жау, а, 从 0 至 co 积分 ， 即 得 r 密度 。 
“ЖИ: ЖЕЙІШ, Жо-0, M) r 密度 为 


dua MS 


г ууз 
证 г 密度 为 
а-3 n—4 m 
Зуя а-у? г") 
Ф s, 因 
геги) 0) 
Us: 


D(n-2)- 2 r (s= Pre) 
代入 得 证 。 
BER 3 同性 质 2 条 件 ， 则 


Уве Ки) 
Е H 
dro ИМЕЯ 1 一 "5)5 d 


-r= n—2 
а) 


#k t 密度 为 


F) Я 


РЕН уут 7.7852 Жы 


—(a(n—2)) e up) T 
即 (n—2) E, 
第 八 节 Tz 应 用 


我 们 可 用 Hotelling 分 布 对 多 维 向 量 作 检验 与 分 析 rtza。 
1. 平均 值 向 量 的 置信 域 
E x(2—1,2, 2) E B N,(u, X) Ж, 令 = 


“314- 


S= e Y E) 8) 
ET 
n(X—u)'S(X— u)—- T*(p,n—1,0) 


TR. ES п(я—и)'5- (3 — u) 


—F(p,n—p) 
xu FA ЛИ Е, № 


"—p 1 а 
-ray Sn) 


p 
f <F.(p,n—p) 
的 概率 为 1 一 a， 即 p HERRE rh, ЖАТ, 
大 小 依赖 于 a 的 补 球 。 


此 法 亦 可 检验 x 与 4 有 否 差异 ， 若 无 差异 则 
=P. L "G-uyS" G-u) 


b 
应 不 大 于 Fo(p,n 一 p) 
2. 检验 两 向 旺 是 否 相等 ` 
i REKAN, DHR RnR, „ЖАМА, 
5) 的 容量 "的 样本 ， 设 两样 本 独立 ， ЯН, m= 
ndm. 
令 


1 m 
х — à 


1 ac 
+(уе—#)(уә—)' | 
peri 
(а, 2) 


p- (n, 2-х) 


A = Y G8). Wl, >) 


реп 


А, = Y (0—9) (0—9) —Ws(n,—1, Z) 


aei 


且 有 与 4 独立 ，# 与 4 独立 ， 故 (元 ， 又 因 


(ғау aG-p-N((- ny (и—ш),5) 
故 (m +n—2)S=A+A—W(n+n—2,Z) 


Pe -nen 


тт, 
n +n, 


(и) Gi) 


—F(p,n n —p—1, 


“816. 


当 刀 成立 时， 分 布 为 严 分 布 (此 时 非 中 心 参数 为 0)， 于 是 由 

Ей ЙЕР, ESUCPGRTFESQRERGZRU, 720 

例 1 为 检验 某 化 验 员 测量 时 是 否 有 系统 ж, SWE 
/一 (22.75，32.75，51.50，61.50)/ 

的 某 物 21 次 ， 得 


Xa= (Xa, Хоз, Xa, Ха), @=1,2,..,21 如 下 


5 e |1 


22.74- | 22.53 22.67 


Xat 

- xa 32.14 | 32.63 | 32.68 
Жаз 51.45 | 5t.36 151.44 
ха 61.56, | 61.22 | 61.30 
~ a 

ESI 8 9 10 n 12 13 14 


ха 22.14 | 22.62 | 22.81 | 22.82 | 22.67_| 22.81 |22.0T 
xa $2.87 | 32.07 | 32.67 |32.80 | 32.67 | 32.67 | 32.60 
61.44 | 51.23 | 51.64 61.32 | 61.21 | 51.43 | 51.30 
8.30 | 61.39 | 61.50 , 60,07 | 61.49 | 61.15 161,27. 


Нева р ATER. 
作 
22.82 ( 0.07 
32.79 | _ ` 0.04 
一 ‚&—п== 
51.45 一 0.05 
61.38 一 0.12 


eff - 


LL = Y (»—#)(ш—#)/ 
а=! - 
pnus 0.541 0,184 0,253 
_ 0.541 0.712 0.228 0.258 
0.184 0,228 0,392 0.346 
0.253 0.258 0.346 0.806 


T*=n(z—p)( а -) G- и)=15.576 


: 21-4 
F = = Ё = 

ИЕЛЕН КЕСЕР 
而 该 化 验 员 有 系统 误差 。 | 

92 ”和 欲 检验 两 地 区 某 矿物 是 否 相同 ， 对 该 矿物 在 两 地 
区 各 取 30 块 样品 ， 对 其 6 个 项 目 进 行 化 学 分 析 测 得 含量 数据 
T. 

求 出 甲 地 区 及 乙 地 区 平均 值 向 量 * 及 978 


17.73. 31 


401.40 355.17 
37.57 62.73 
» 27.67 12.47 
8- , z= 
38.30 21.17 
32.83 3.27| ° 
32.10 22.37 


е 
Я85-- аса [E aay 


-318 - 


«о © - C OU ж c го — 
e 


= 

e 
w 
° 
e 


- = мз w. 
= = 
2252528 
ч d кю обоо 


29 400 
90) 800 


85955 зава 


њо 55 5 оао Ж 5 


$3 


= Н 
Ф © Ф - 00,0 о «© © — — о c; 


азуны SSSSN SSSR 


* У (yo— 7)(у— ДЕ 


S= 
21156.37 1064,80 799.41 一 159.37 一 159.37 37.33 
436.99 22.90 一 16.72 一 110.22 124.88 
136.52 3.58 一 20.06 60,05 
51.46 32,45 3.83 
111,04 —45.34 
143.79 
以 上 $ 仅 写 出 上 三 角 部 分 ， 其 余部 分 由 S 对 称 而 可 写 出 。 
| 算得 
P eoa) ia G- ns G-n 
一 20.63 
查 玉 (6,53) 在 xc 一 0.05 时 临界 值 玉 。 一 2.28， 因 
112.28 
UB A6 АЕН, 即 两 地 区 矿物 不 能 认为 相同 。 
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第 十 二 章 。 经 验 公式 中 的 分 布 ， 


第 一 节 sp gm 


在 计量 和 其 它 科 学 中 ， 为 了 研究 各 量 关 系 ， 进 行 大 量 测 
жота вив, PEDIS, 得 到 我 们 所 须要 的 
信息 。 

我 们 经 常 测量 两 个 量 的 对 应 值 ， 通 过 曲线 拟 合 找 邮 这 商 
个 量 的 关系 ， 曲 线 拟 合 的 关键 问题 是 表征 两 量 关系 的 经 验 公 
式 类 型 选取 ， 一 俊 类 型 选取 完成 后 ， 即 可 用 最 小 二 乘法 决定 
经 验 公式 的 参数 。 | 

两 量 经 验 公式 类 型 的 选取 可 以 依 乔 专业 知识 ， 通 过 分 析 
判断 它们 具有 何 种 关系 ， 但 是 我 们 经 常 面临 刚 开始 对 这 些 量 
进行 研究 ， 其 间 的 物理 关系 尚 不 明确 ， 此 时 更 多 需要 借助 于 
数学 知识 来 解决 这 一 问题 。 2 

жеттен, CR 

(x63), ї=1,2,. 
Е Танака. si; TR Ga) 作 图 后 
与 典型 图 形 对 比 ， 也 可 用 表 差 法 淹 断 函数 类 型 ， 但 这 些 方法 
都 育 近 似 性 ， жаа пленил 它 在 实际 工作 
_ 中 已 得 到 有 效应 用 Gu。 мәж a 


第 二 节 TENER 


由 于 两 量 关系 y=f(*) 可 按 台 劳 级 数 展开 为 等 级 数 ， 因 
+ SAE: 


ЕЎ 


此 下 面 研究 经 验 公式 为 多 项 式 的 情况 。 此 时 对 
(yip), 11,2, ,7 


у= aux 
1-24 
如 何 决定 多 项 式 次 数 m? 
下 面 研究 拟 合 时 用 到 的 一 些 基本 理论 和 4。 
我 们 知道 ， 在 最 小 二 乘法 中 ， 若 测 得 待 求 量 %1, Gree, 
的 线性 函数 人， +, >, ИУ 
x, { lh 
Сы! 1 =) i 
x la 
可 建立 误差 方程 
AX=L—V 


mt nl nl 
AVV = шіп, TREASA 
A'AX = A'L 
通常 R(A)=1， 夏 
X-—(A 4) 4L 
将 天 代 回 误差 方程 ， 可 求 出 r。 | 
Ж (1)2-М (4XKo=P，o7)， 即 各 测量 值 服 从 正 态 分 
布 ， 等 精度 且 无 关 ， 测 量 只 有 偶然 误差 (Xe LXX, LX 
t), (2)RCA) tn, WJ 


X 2 
LAT ar (1) 


^ 


+322- 


而 аа AA) Q5 (0,)3:3 PE. 

下 面谈 到 二 次 型 Q=Y'4Y 的 秩 ， 它 指 其 所 对 应 的 对 称 . 
阵 4 的 秩 ， 即 R(Q) 一 R(4)。 | 

性 质 1 #Y~N(0,I}, щ О, ---, 是 了 的 二 次 型 


(К(О)у=т), V'Y=Q+---+Q,, № Qe x) 且 独 立 的 ， 
充 要 条 件 是 mp 一 Ха,” 

证 + 

充分 性 ， 因 对 Y 的 任何 二 次 型 了 Y'4Y(R(4) 一 m)， 由 适 
当 的 线性 变换 均 可 化 为 土 xL Ех". 这 由 于 AES, 故 


存在 正 交 阵 使 
А а 
Е’ АР = Л = ж 
0 
0 
其 中 R(4)=m<n, 取 
МАТА] 
DE 2 АТА i: 


СМТ” 
(М ТГ" 


*)-= 
(4*) 6 


М 
+1 


суу = = ДА 


0 
A 中 对 角 线 上 取 十 1 或 一 1 视 4 为 正 或 负 而 定 。 取 
ЖЕҮ-Х 
ТТІ 
Q—Y'AY =Ү'ЕД%ЛАД%К'Ү = Х'АХ 
WKQ—Y'AY(RGA)9n)8 tJ 
Qi= t (by t Вањ) eet (Әуе + bangsa )° 
"pneZn, Wut АЖ т, 系数 形成 B==(b4s)， 
但 3Q4=Y'B'ABY (A 为 对 角 阵 , 主 对 角 元 素 为 十 1 或 一 1)， 
又 
Y'Y- XQ,-Y'B'ABY (对 所 有 Y) 
A I=B'AB. | Р(Гу-п, # R(B)=n ОЖ ЕВ) >п, Ш 
R(I)<n, ЖЖ), FÆ A=(B') +BY, WAGE, A= 
1, WB) B^ —I, WB EZ, 于 是 8 正 交 ， 从 而 X=BY 


“324 - 


ЖЕЖ, ЖҮ--М(0,1), i Х--М(0,1), WA т 
独立 正 态 变 量 平方 和 ， 故 Qi 一 入 (mn) 且 独立 。 
必要 性 ， УТ=0,+-..+0,, 4Y'Y — x*(n, Bá: it 
Я (1—2it)*^, Qu^ x(n), ЗАЕМ (172i) 72, 
Оду, в 
(1—2it)-»/2 = (1—21) - 2/2 
fn— Xn, 
性 质 2 ЖУ--М(0,1), 则 二 次 型 了 AY~x* 的 充 要 条 
件 为 4 才 等 ， 此 时 x* 自 由 度 为 R( A)=tr( A) 
证 
жән, Ү'У=Ү'АҮ+Ү'(1—А)У, А, R(A)+ 
R(I—A)=n, 由 性 质 1 得 证 。 
必要 性 ， 存 在 正 交 阵 C， 当 Y= 二 CX， 则 
Y'AY — X'C' ACX — A xi! + АҺ Ха, 
HHA, e, Am 为 4 的 非 0 特征 值 。 且 
ҮҮ» X'X=x H e 42! 
因 xpX2(1)， 故 xz 特征 函数 为 (1 一 2i0 3, T Ast 


О Аах Е 4-2) (1—4) 2, 但 
Y'AY—y', НЕМ, 则 其 特征 函数 为 (1 一 2 计 ) r, 
СНЕЖ, рет, 4-1, 

于 是 C'4C 为 对 角 阵 ， 主 对 角 元 素 为 0 АНЯ, Dd 
C AC— С 4C A= A lg ARES, НУЛУ B H E p=m2>J4A 
之 秩 。 

性 质 3 若 Y 一 N(0,D)， 则 对 二 次 型 9 及 @Q， 


(1) AYY =Q, +Q, Qizla), 0, (па) Н 
ЗО; 
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(2) ЖО--0,--0,, Q~ y" (a), Q~ х) ОЕ, 
itjQ,—— x*(a—56) B SQ; Shy, 

证 

(1) HrtED2, 4iQ,—Y' AY, А-А, {8 

Q,«Y'(1—4)Y 
B-A)'—1—A, HU —A3ES, ВЕ, 

(2) Hl Оха), КЕЕЕЯЖАУ-СХ Оох 
+: + x, УТ >x? toetan, dk Q,—X'BX, Q> 
X'B,X, WI 

466 xa = XB, X+ Х'В,Х 
X BXD» ХХ), BIiE3ESEBURIBIE (DEAE HECRTE, F 
是 由 (1) 得 证 。 


ТЕЗ ” 拟 合 方法 和 步骤 
AEW (Em), (m), m, (6а, т), 为 对 它们 配合 


7 = bë 
间 多 项 式 应 配合 多 少 次 为 宜 ?显然 次 数 太 低 则 拟 合 误差 太 大 。 
次 数 太 高 则 使 用 不 便 。 


由 第 二 节 ， 设 经 验 公式 为 7 二 УЬ", ДЕН 小 二 乘法 
- fe? B 
ЖИ Ж, &,--,5а, Ж 
1--М(1,,0%1) 
则 拟 合 后 残 差 平方 和 
QV yu = A'(1— 4^ )A, А--М(0,0М) 
‚ $26 · 


ОТР) Јо" 为 -全 所 构成 二 次 型 ( -人 N(Q;D), н 
ФУ ye Jo* gt n (1) - 


m+ 


同 祥 考 设 经 验 公 式 为 ?一 > bit, NJ 
= 


(ИТ) ин /rx (n— (m--2)) 
因 m 十 1 次 多 项 式 包含 m 次 多 项 式 ， 故 
(ИИ i QV) 
但 Й 
(ИИ) — QV) НАИ) (ИИ) и} 
出 第 二 节 性 质 3， 知 
(ИИ) АЛАР 
o 


— — ч 
ns dear, тж 


pee ua / сата А 


—FO,n—(m+2)) zx 


Umi Sm VR м, N ИР Рив), 从 
ШЕ SF Е(1,0-(т--2)) 临界 值 外 为 小 概率 事件 。 反 之 ， 
Ята ежи, ШОРУ), К, ЖРК, 

故 得 经 验 公式 配合 时 次 数 决 定 步 又: 


1. шалт УТЫР, ВАСЯ ВА 
mBXO Y). | 
2. 设 多 项 式 为 0 LOF, BINARE а (Em) 


АЯ 


后 算 (VV Jaris 

з. я 

Fa УУ)» QV), 
(VV), /(n—(m4-2)) 

4. МЫ K a, g FE aH F,(1,n—(m 
+2)); 

5. #F<F,, WpmikER, # F2F,, тка, 
此 时 和 须 加 1 再 用 本 步骤 。 

注意 到 ， 

1. #m2 BURSS, buRIDHEBR RAUAV'PVRV'V, 

2. FLEX SEN ESI ХЕ ДЖ, НЕЖИН 
上 逐步 增加 项 数 时 亦 可 。 


第 四 节 Маз 


. ТЕЖ НЯ. 
例 1 ”为 求 力矩 传感器 与 电流 关系 ， 将 力 用 7 表示， 电 
流 用 表示 ， 测 得 (5&4,74) 为 
(6,1.220), (7,1.416), (8,1.616), 
(9,1.832), (10,2.040), (15,3.040), 
(20,4.063), (25,5.046), (30,6.078), 
(35,7.094); i 
3Rn= Y bug, 
1-0 
了 到 加 一 0， 得 
00»93.3445, (VV),=40.244538 
取 和 一 1， 得 
- 328 - 


na:=0.2040£+0.0049, (VV )i=0.000739 
为 检验 oikEeNXm«oESEE, И” 


.,40.244538—0.000739 _ A 
”0.000739/(10 一 2) 48510 


Жа--0.05, ФЕ>Е,.ө(1,8)--5.32, пож. 
取 m 一 2， 得 
тау 720.000001£* 4-0, 2020£ -- 0.0078 
(V/V ),—0.000732 
MERIKE IRI ASEN, й 


F = 9.000739—0.000732 
0.000732/(10—3) 


=0.07<Рь.в(1,1)=5.59 
故 1 次 多 项 式 已 足 配 ， 而 所 求 经 验 公式 为 
9 一 0.20405 十 0.0049 . 
例 2“” 测 得 某 金属 棒 温 度 ! 及 对 应 长 度 ! 如 下 ， ІН ізі 的 
曲线 为 2 次 足 否 ， 
4 4 
7 —0.92 0.716. 0.10 2.270 
.—0.84 1.052 0,24 2.260 
—0.66 1,512 0,88 2.078 
—0.56 1.598 0,50 2.040 
—0.50 1.767 0,62 1,829 
—0,88 1.948 0,66 1,705 
—0,26 2.157 0,92 1.134 


эйтуе, Wm=2, #(W'V),=0.0241, Rm=3, Ж 
imd 


QV ),—0.0240, 而 


0.0241—0.0240 _ 
F ^ 0.0240/(14— 4) 70.0417 CFias(1,10) 


74.96 
=квакл=каява, ИН 
1=2.21199+0.207491—1.568342 


第 十 三 章 粗 差分 布 


第 一 节 ”顺序 量 分 布 


设 连续 型 随机 变量 与 ,后 ,……， En 相互 独立 并 服 估 同一 分 
布 ， 这 分 布 的 分 布 函数 为 下 (x)， 分 布 密度 为 f(x)， 将 按 大 
小 从 新 排列 的 后记 为 6， 称 它 为 НИЖЕ, Ш 
а, 
以 yi, уыс", ys ЖЕДЕ EGER (E, ЕЕ ВОЛЗ: 
量 . 
(Суб Сане) 
的 分 布 ， 其 中 š 3 
Iji cix, 1<r<n 
我 们 将 x 轴 分 成 区 间 
一 (一 co， Yil, 了 一 (9 Yihon Ia 
и ,co) е 
机 找 所 求 的 概率 分 布 ， 只 要 对 于 任意 (87 A SUA 
找 出 下 列 事件 A 的 概率 ，j, 一 1 个 8 值 落 在 1 内 ， 一 个 & 什 落 在 
(Ул „Уһ tdyn ) H, i—i- ERREA, АЕ 
(у ,yj 十 dyjs ) 内 等 ， 最 后 1 一 j: 个 8 值 落 在 ый. 
以 pr 表 # 取 关 内 概率 ， 即 


ij, fonds, koi sni 


EERE (Yn ул +аул ЖЖ 6 Кур )4уь, T 


(Ei seh ,ir ) 
的 概率 元 为 21 
P(A) 
c Rd palit peli eai Pet 
(hijs 45-0111 (ji—j,-i—1)ili(n—ij,)1i 
Бул ef (yi) dyj уу, 
=glYi Yj dg dy (13.1) 
Wy, ЖК у < < уу, И, 
GÀ ense) 
的 密度 等 于 g(yn ,… ,yji, )， 其 它 地 方 为 0。 


第 二 节 RÆ 


为 了 得 到 更 好 的 测量 成 果 ， 在 进行 精密 测量 时 ， 通 常 要 
作 多 次 重复 测量 。 如 测 某 物理 量 的 量 值 ， 一 般 不 只 测量 一 
次 ， 而 是 作 多 次 独立 测量 ， 此 时 测 得 
Xp Xp, X 
为 了 判定 测量 的 质量 ， 如 是 否 包含 粗 差 ， 是 否 含有 系统 
误差 ， 及 算出 评定 精度 所 需要 的 标准 差 ， 我 们 需要 比较 测量 
值 Y，%，…，xn 间 关系 ， 此 时 最 有 效 的 办 法 是 计算 残 差 . 
u =x =%x 


其 中 
k= хх, 

然后 通过 残 差 ， 我 们 可 以 用 贝 塞 尔 公式 算出 测量 标准 差 
oed iue | 
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下 面 进一步 讨论 利用 残 差 决定 测量 中 是 否 含有 粗 差 ， 以 
判定 测量 结果 中 是 否 有 包含 粗 差 的 异常 值 。 
由 于 残 差 向 我 们 提供 着 极其 重要 的 信息 ， 因 而 仔细 分 析 


残 关 性 质 是 极其 重要 的 基本 工作 6， š 
性 质 1 对 某 量 测量 ， 得 
ех, Xe ,Ns 
JP Rb, 
z=} Za, 
U =X —Xx 
тей 
lul KVITT Уой (13.2) 
证 Ф. 


s, = 13v 
不 妨 记 任 一 测量 值 为 *,， 现 研究 


v _ м 
Sı S, 


Жж, 5,%%,Ха тетот Yas tts Ya, ЖБ 
` 两 个 变量 是 


РА EL EP RES + 
二 


ey “ E" d 


因 正 交 变 换 保持 距离 不 变 ， 故 了 2x: 二 52yr:， 而 
ns = Xv! 
= (мя) = Уже пя 


= Уу-у? = » у^ 


єз 
х= __ Yz 


5 1725,4 
| Муи 


А 
YKY +y + + 
іші «зуы 
іті 
于 是 
Е -| х-% 2: lus 
ЕД s, ; 4 
/ iw 
<./n—1 
о | /n—1s 
«малой 


性 质 2 对 某 量 进行 独立 测量 ， 得 
Xi Nas ,Nn 


Hx-—N(u,), ж 


x =} xx, 
n 
8 ETT 
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则 光一 全 服从 汤普森 Cn 一 2) 分 布 ， 其 密度 


г("=} 
е Ep 
- A (n—l)s ` -2 EX 
Ме ~ (n—1)z=z r= ) n 
` \х|</п—1 
0, 其 它 Е 
(13.8) 
证 ЖН а, MENSEN алы мы 
本 性 质 。 . 
性 质 3 ”对 某 量 测量 ， 得 Lc 4 
„жэ xy X2, *** X i 
算出 
x =+ xx 
v=x 
8 = жь 
$ 
Jae OE, «уму E (13.4) 


E АВЕО ЛЕМ E 
и <<... XU. 


НА x 〈 从 而 各 v) 可 放大 同一 倍数 ， 而 ЖЖ, 不 妨 取 


9.221, 而 


(1) JbüEmaxo/siA/n—1 


因 一 Se: 极 大 与 3oe 极 小 等 价 ， 今 讨论 


ҒғХәй 
1-4, eR ES 
H Zv,—0, #1 АТЫ Us, *** Us RR 
j 一 1+ (一 1 一 2 ,—- —9—9) 
+m, +. uo 


由 前 -一 0， 可 解 出 极 小 点 


1 


D =0 =+. mp, 一 一 — 


n—1 
从 而 wm- т, TT» gus ° 
ES ИКЕА eM) ут 
若 由 性 质 1， 因 任 一 
о A/n—1 / 二 op 一 Wi 和 
MURIS v EAR 


шахо <A/n—I s, 


1 max vs 
(2) HEUS TED S 


WHo,—1RXHZu-0, KEX 1 最 多 "一 1 个 ， [iE 
* 936 B 


vs 最 小 值 可 取 为 一 (mn 一 1)， 即 其 余 vs 取 值 范 围 为 [一 (n 一 1)， 
1]. 
Ят, Әз, c, 0227 А 
fidus ad Ru) 
Tu, st bui vl 
Виж, мнр, В, СЕК 
Xo7ax,--(1—a)xs, a€(0,1) 
其 中 % 为 了 点 坐标 ， 则 
fo<afı+(1—a)fs 
其 中 ft 为 了 点 /之 值 。 于 是 了 只 能 在 边界 上 取 极 大 值 。 
n3 
f=1+ (1+0 )* +u 
了 定义 域 满 足 
ов —2,1] 
此 时 w: 边 界 点 与 ws 一 一 1 一 %i 构 成 
(ш, 9) (1, —2) 
(0, Ә)--(--2,1) 
Mn-4 
f=1+(1+u+u)+u+u* 
f 定 义 域 满 足 
®Є[—3, 1] 
v€[—3, 11 
—2<0,+0,<2 
《 因 一 3 过 一 1 一 01 一 0,<1)， 故 vs 与 V1,，vs 边 界 点 构成 
(vi, 9%, 7,)—(1,1,—3) 
(01, v, v,)—(1, —3,1) 
(ә, Us, 0) =(—3,1,1) 


ж лепу, ЛЕХ 
v,€[ —(»—1),11 
vs-2€[ —(»—1), 11 
—2<u, + +++ 0,.,Жл—2 
(H—(n—i)&-—1—w-—--—o,,«1), Hv. 50, s, 
Оаа 
(9), 94,%%,0-а, Ән-1)-“(1,1,-%,1,-(п--1)) 
(01, v, Unz, Us-1) —(1,1,*, —(0—1),1) 
(0, 0, Un- Он) (1, (0—1), 5,1,1) 
(vi, Ui,*** Unet, 0-1) =(—(в—1),1,-*.,1,1) 


= (1+0 0+6 +u фо) 
TUS + Du 
所 取 极 大 点 为 (5,， Uit, Uni, Uni) 闭 集 的 边界 点 ， 其 极 


大 值 
fep! de EI (n1) 


M-E T DE" 最 小 值 为 


$: 


1 1 
Vi GPP) Mnl 


第 三 节 格拉 布 斯 Grubbs》 标 准 


设 对 某 量 进行 几 次 独立 测量 ， 得 м Мо), ЖЕ 
* $98 - 


кити 


хох лс», 
作 . 
1 
m= Zx 
则 最 大 残 差 与 Si 之 比 
£= 209—2, = max ` 
NESTORIE * 
记 其 分 布 函数 为 ra(4)。 


为 研究 名， 不 失 一 般 性 ， 可 研究 xi~:N(0,1) W R. H 
TRE Boom xn uten 
BUT dE ox p nt 种 情况 ， 故 
-pi 


n) PG. Om ar | е (e К de idi; 
| b. 
其 中 | 
Das –оо<д<а 248,5 


"A 
za 一 二 У 2 


іш 


sie > (ая, 
fa) 


ЧЕХ, 2, 2, c, AE у, t7, Yan № 
ры du sl di. 
AUR ML ido ^ (aiU 


$839. 


ЗЕ і ши 
Е Jai 


2 
f AR +723 


UM GIN Tt 


Уа туги 


шы 8-1 Mb ҮРЕ 
азуұ TG UFU УЕ 


一 一 于 一 一 n-i 
м (аса, 


2 一 十 nl в.) 
"UM A (n—1)n 


$ 


Ni 


pian 
则 变换 成 为 


由 正 交 变 换 得 


1 


Ма ”" 


n п-1 
У] 2e=nz+ улу], dz'=,/ndz 


=! іші 
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r2 


T» m | 
s O7 aset | 二 (十 EU dz dy, dy, 
B 
. РА 
i z,=nZ==n T 


жее 1 У :与 一 样 ,而 


—00<#< оо 
Жалына” 


(әіз-(-уіз )ун=а—а®л>0 Е 


E hl _ В—1 
Aue Tikti) теру мді 
=, koi DN hol Ya (k=2, 3,4—1) . 


za 一 5 一 za 一 了 一 2 一 A m ER 


>. <= J: (zt 一 АА 


п-1 


l y 


1-14 


于 是 D*, 销 定 于 
—oco«Cz« o0 


у>0 
МОЁ+1 >м Ет уь, (h—2, 3, ++, n—1) 


1 
Js À i2 yi 
按 z 积 分 ra(4)， 得 
LE! 
(4) =- "ur | өзі Еу dy, у: dy, , 


ШЕ yis n ei) 


ЖШ Я (и, и, се, yeu) Vo Уз, cy Yn 构成 的 相应 
Ж, 

变 至 极 坐标 ， 即 Yis Уз, c, Jai М nŠ, 95-3, ***, 
v, n 

yi A n S cos Фв-з COS Qs, *** СОЗ @, 

№ =М n S cos pn-s cos Pas sin Py 


Yn- = A/ n S cOSQ, , Sing, , 
Yn- 7 A/ nS sin @,_, 
则 


КУНП s, . 

变换 雅 可 比 

7 一 (W nS)" саз g,_, cost" Фь-3*** COS ф, 
将 ra(4) 对 S 由 0 至 co 积分 ， 得 


342. 


т(А)= n г nS? 
(2л) =. ácss. ona m 
“(Мп S)*7* cost g, , -cos p, d( Мп S)dg, dq 


5B . 
[e ааз T r(511) 


ма 0 сов"”“р, ,cos*"*g, Ve c 
пж Da. 


соз, dg, dg 
变换 要 求 


о<ә<-%- 


1 PEOR. | 
—==>t; 一 一 
= 273 


tg 9» шы Y БІЛЕ 
sin Фь_1 - > ВЕ? БАРА 


让 $ а g sinere 2, 5,0—2) 


sin ond ая [n 1-1 Уи 


__4 NE ee А 
. СМ nS  Nn—1 ni 


D, DUET 


0o, 3 
1 
tg Ф>=ўт 


tg ps > 


g Sin Pri (В=2,+,п—2) 


À 
sin MESA 


帮 变 换 
i fy LII — 
sing, 77 FFT? (8-а1,2,-,п--2) 
则 
(1) Жеты 
因 sing, 随 弛 9 增加 而 增加 
h -А/2 sinpi -А/ > TZ +i 1+4=7 
34 n—2,3,-, п—2 时 


tg ъ= sin Øri 


sin = /. EN sin gy. , N bti sin? фу, 


= 


м ksin фь 1 
м 2+ + Е віп? фь , 
e i 
te= kF1 зіп p =,/ RRF DN i ii 1 
„МЕ һа 
ЕТЕРІН 


~ 344 


же 


Bh FRH hump Kho RD 
(завез), Ат 


„= 


т 
A/ k+l 
对 hk 二 2,3,…,n 一 2 亦 正 确 。 
(2) RELER 
由 - 


0 <p 5 thm RET sia EET. 


x 
К 
sin pri <. а P 
k+2 如 j n 
«E БАЛТА e 
COMES 积分 上 界 
à (i) min{ Ж, VE EH a IE 3431 Es! 
X 
ta- =a п—1 Tsin ps, <å 
注意 到 
` 
cos Pi dp,— Z x аһ 
1 
da= cosp тті 
ға. 


mr ("3:) А 


cos" ^* e s 
1)=—— — | 
та(4) m xz. 
=! 
o “ағ, 
*COS" 75 go, ,:--С0504- im =. —— dh 
n—1 " 
"(> ) | ) 1-2-1 ) `. diea 
=т= — |a -in 
ПЕ т i 


mn 


(en Qo 
са (1--2=) аһ. 
А/н-2 


жеді "т M) 
я 3. 


в 
I а.” di, o ES (1-5 di, 
m xi | " --Ly tas (13,5) 
3 2 
其 中 
А(һ)-шіһ4 VR, ELLE 
[^ "S ЫН 
设 


nrj ( М A ша 
= Tem. 
s sii) ) п—1 


за, и 


于 是 ， зай ——< n—1 时 
(А) = пФ» (А) Tai PU $ 


= 


1 一 一 全 一 w. a 


而 


2,(4)-ешіп ^ n—2. 


此 外 ， 当 4>V st. nO sic DH. 


та(А)- o. ы 
例如 、 
(1) Bin-2, B z 
EAEI эз ут i 
Jl orton 
故 , | 
` fo; 当 4<1 
“-1 I 
1, MAI 
702) n=3 
3 Py „1 T 
sae [0 7 бататыны. 
5 0, 其 它 - 
°, uic 


3441 


(3) Зл-а 
(о, 205), (p УЫ 9) 


ATIS, (2) 有 不 同形 式 ， 
we еи 有 "一 2 种 形式 ， 


I 1 п-(1+1) Ci 
2 5 "| n—1 ' E r ~, у 1” 
наил 
т.(4), хз» (4), >; TPA), 
EM J "-2 Aai Ё 
LERNAS 
таХ4) 
今 讨论 各 区 间 情 况 。 


п-І ЖШ N Y ' 


1-35 Mn-2 


图 13.1 格拉 布 斯 标准 中 区 间 对 应 


а» злє[,/-22, V1 | 
д, (А)-А/ n—2 
ть. (6,(4)) 71 
та»(2)-епа,(2) 


1348 - 


2 п- п-і 
MINA HEN E 
1-тХ2) === =5r ( ica '0 D 


(2) ж TRETEN J] 
SEA 


对 % 一 1 个 测量 值 


("= or (27) ее) ма 
Vso-nr(- j^ 
(1- =, E 
* saspe (А) 94 (4,02) 
а-уг(-2) (ла 


Qe 


T2 (А)= 1 TPT есы Su белй. CAT 


dx 


-mof a. 1— 


ж 4 
(1) = | 
E ^ i 
«voy [^7 Tt» (4) a үні т” (A dà --- 
5 h ЕЗ 


- 


(Dr (952) 


vaa Dr (*53) 


1- 


TH 
M d 2 np,(À) 


> EN 4 
| 5 4 一 2 ) dx | dà 
мп} 
-| roc 
"a 


* . 
: (1) мп1 FN p 
ie er (zb ( т) 
PC 2) «За “ 
== nid “(1- =)" 
O =)" 
өз sie[/ ^. E 
КЕНЕГЕ 
对 % 一 1 个 测量 值 | 
са 2 x в... x 
т, (7)-1- f, 1-2 


azar (7 үз 


* 350 - 


EZ ағу } jore n dx 


Um = Е 


. Гн su 
TO Ub np, (A), ( д„(А)) 
to ЕЗ = OoOO 
«says f s "a+ | «оа 
Гаа 
2 


于 是 


(53) 


1— О (Ау —— n" 
ptus 2 


4 


(1-56) а 


л ЕУ) 


P usu ШИЕ 


i ү! 


yay. 
as cuu) 4 | 


= SAM: 


а-а” k " 


an(x) 
ro GS 
[8102] а” 
一 般 
(А) ed» )- (71) 


n—1 
UDE r(* 
C АСЕ) 
. 2 


а)” 


Fea erai = 


М = 
1— 
8.10) (1 = 


81-8 = 
Xia 
1- ат. |" 
(1 7 一 [十 1 BE [C] 


=) 
(1-2 pes E (13.6) 


MR Em DU de, MEB, RITUR 
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定 显 著 性 水 平 a， 求 出 临界 值 。 
KRITER ZRA 
b= m 


用 22 ууран, АШИ 
фахо n—1, шах, . 
А д 5-ші. $1 


жат аво Ig, 
取 定 显著 性 水 平 c， 满足 _ 
P(9 5 ansa) Уға. (13.7) 
2 ИЖ о(п, а) 3012813 1771, 
.由 于 шіп vw 一 max (~v), i zm ， 将 它 反 号 ， 则 


RS 0 


下 面 利用 上 述 分 布 来 剔除 粗 差 。 
在 测量 中 ， 超 出 规定 条 件 下 预期 的 误差 即 明 显 焉 曲 测量 
结果 的 误差 叫 粗 差 ， 包含 粗 差 的 测量 值 呀 异常 值 ， 异 常 值 是 


жий, AUR, антона UT ва 


除 粗 差 的 格拉 布 斯 准则 如 下 。 
БК НЕШ. 
根据 以 往 经 验 ， 需 注意 测量 中 最 大 值 是 否 为 异常 ， 若 ~ 
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表 15.1 9Cna) 值 


Г "mns 2.924] 3.119 3.253 

1 82 2.713) 2.938) 3.135| 8.210 

3 1.183 1.155 1.155] 1.155 33 2.'186| 2.952) 3.150, 3.286 
4 1.403) 1.481 1.492 1.496 34 2.799) 2.965| 3.164 3.301 
5 1.672 1.715| 1,149 1.764 35 2.811 2.979| 3.118} 3.316 
6 1.822) 1.887) 1.944 1,912 38 2.823| 2.991] 3.191 3.330 
T 1.938 2.020| 2.097 2.1391 31 2.835 3.003| 3.204! 3.343 
8 2.032) 2.126 2.221 2.214| 38 H 846. 3.014| 3.216! 3.355 
9 2.110 2.215| 2.323] 2 EI! 39 2.851 3.025| 3.228, 3.369 
10 2.116 2.290 2.410] 2.482 40 2.866| 3.056 3.240! 3.381 
11 2.234, 2.355! 2.485) 2.564 41 2.877| 3.046 3.251 3.393 
12 2.285] 2.4121 2.550] 2.636, 42 2.881, 3.057| 3.261! 3.404 
13 2.331 2.462! 2.607| 2.599 43 2.896] 3.067| 3.271 3.415 
14 2.311) 2.507 2.059 2.755, 44 2.905! 3.075, 3.282) 3.425 
16 2.409, 2.549 2.705 2.806, 45 2.914) 3.085] 3,292) 3.435 
16 2.443| 2.686| 2.747| 2.852 46 2.923| 3.0941 3,302, 3.445 
17 2.475| 2.620| 2.785| 2,894 4T 2.931| 3.103) 3.310] 3.455 
18 2.504 2.651| 2.821 2.932 48 2 940, 3.111] 3.319] 3. 464 
19 2.532] 2.681| 2.854 2.968, 49 2.948] 3.120] 3.329) 3.474 
20 | 2.857, 2.109 2.884 3.000) — 50 |2,06 3.128] 3.338] 3.483 
21 2.580 2.733| 2.912] 3.031 51 2.964 3.136| 3.345| 3.491 
ж | 2.603| 2.758| 2.939| 3.080] 62 — | 2.971| 3.148 3.363 2.500 
28 2.624| 2.181| 2.963| 3.087 53 2.978! 3,151) 8.861) 3.507 
A 2.644, 2.80272. 7 3.112 і 54 2.980, 3,158) 3.388| 3,516 
25 2.663 2.8221 3.009 3.1 55 2.992! 3.166| 3.376| 3.524 
28 2.681| 2.841 3.029 3.157] 56 3.000| 3,172] 3.383| 3.53: 
27 2.698 2.859| 3.049] 3.1781 57 3.006) 3.180 3. 391!| 3.539 
28 2.114 2.870 3.068| 3 199 58 3.013] 3.186] 3.397| 3.545 
29 2.130] 2.893 3,085 3 218| 59 | 3.019 3,193! 3.405] 3.553 
30 2.745; 2.908; 3.103 3.23 80 3,025) 3.1991 3.411 3.560 


"964- 


a « 
nN | 0-05 0.025| 0.01 [0.005] > 0.05 | 0.025] 6.01 |0.005 
6 | 3.055 3.230 3.442 3.592| 105 | 3.224 3.400) 3.617 зл 
TO [3.082 3.257 3.471 3.622 110 | 3.239 3.415 3.632] 3.787 
T6 |3.107 3.282 3.490 3.648| 116 — | 3.254 3.430 3.613.802 
80 3.180 3.305| 3.521 3.073, 120 [3.287 3.444| 3.662| 3.817 
86  |3.151/3.327 3.543 3.695| 125. | 3.281| 3.457 3.615 3.831 
90 |3.171/ 3.247, 3.563 3.118] 130 | 3.294| 3.4T0| 3.688 3.843 
95 13.189 3.365| 3.582 3.798; 135 | 3.306 3.482 3.700 3.856 
100 |3.207 3.383 3.600 3.754 140 |32318 3.493, 3.712] 3.867 
| 145 — |3.328, 3.505) 3.723| 3.879 
max y,» g(n,a)-ó 
则 认为 最 大 值 含 粗 差 而 抛 去 = 


根据 以 往 经 验 ， 需 注意 测量 中 最 小 值 是 否 为 异常 ， 若 
一 min o> g(n,a):6 

则 认为 最 小 值 含 粗 差 而 抛 去 。 
Я 对 某 量 测量 ， 得 5 个 值 如 下 ， 


第 一 回 #=443.40 
第 二 回 元 一 443.16 


根据 以 筹 经验 ， 这 种 测量 最 小 值 无 异常 ， 问 最 大 值 有 
Ж? 
算 z 


2(5,0.05)-5-<1,67х0.54-<0.90 
对 最 大 值 xs*，uw 一 0.95 之 0.90， 故 抛 去 xm。 
对 余下 的 值 ， 算 
=Z = /2°: = 
z= 一 443.16， 9 HE 0.10 


9(4,0.05)-0—1.46x 0.10=0.15 
最 大 值 x: 无 异常 ， 故 余下 值 已 无 异常 


第 四 节 УЖ (Dixon) 标准 


将 独立 同 分 布 测量 值 x; 排 成 顺序 量 


Xa < Ж) SX 


KRAMA TALTE py, 


Xo —*Xw 


今 研究 统计 量 . 


— X0) Xn 
Хуа) 


fo 一 
HEH, хаз, Xan, Iwz WRTH - 
жалау Көбен (fr ауа)” A id. 


З/У 的 密度 。 
取 
э=у„—, Ti0D 一 加 一 ye-1，7X 一 gm 
a 


Yn=X, yi—X—7, Yn X—T,U 


. 356- 


Wc 
| 8 Ru ie v, " Е 


对 x，z 在 全 范围 内 积分 ， 可 得 re 分布 密度 
м yj. QT те" 


Ка-ә)Кя-ға) Қаай) dx 


Ж-Е, 8 0, 741, 则 对 正 态 分 布 
1. Шп-3 
fe 33. 1 F 
分 布 函数 . 
Е,(х)= t arc të 7 A Js (s-3)*d 


取 定 显著 性 水 平 c， 令 
` F,(d(3,a))=1—a 
则 临界 值 


2. шп-4 

1023.4 { 1-2х Елак 

f4— арі axaxti 

Е,(х)у=5—5{ arc teva — ы 十 are tek 
„ле оза) 


- 2 


E 


3. Шп-5 
(мечи (1) 


f.(x)= х%(х®—х-Е1)- 
其 中 


2-х (1-м 5(8x5— Ax- 4]. ， 
Ke gma Me Cui 


一 般 ，rty- а-а. 密度 为 


Xin) = Xey) 


Finen 
(fron ry f(x—v) 
(7 rey sem 


(Г. fd)" doas 


取 定 显效 性 水 平 ， 我 们 可 以 算出 + 临界 值 d(n, a) 如 表 
18.2， 制 家 时 设 % iid М(и,о3), | 

жадыға, Таман, 

НЕ, ЖАУ. тт, Hiru RI 8 < 
”#10 时 ， 用 ru 效果 好 ，11<&n<<13 时 ， 用 rai 效果 好 ; п>14 
时 ， 用 rs 效果 好 。 

Е, 

.根据 测量 次 数 nx。 检验 目的 〈 需 注意 测量 中 最 大 值 . 
是 否 异常 还 是 最 小 信 是 锁 异 常 )， 计 算 统计 量 r。 
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n 检验 最 大 值 异 党 检验 最 小 值 异 沼 、 

3—1 ro XD тұ хатхо) 
хаш- Ха) ~ XO) Ха) 
$—10 > r= 0 Xb nire exa 

2 Xa Xa, Xin) 
© 11—13 та 0а та, =a xo 

Ха Ха) е Ха 5-1) 

14—30 fi юар. тып = 0250 

Xin) — 5з, Ха) (9-2) ~ 


.确定 显著 性 水 平 ， 查 出 临界 值 d(#， а), 


s. Жт>а(п,а), 则 当 检验 最 大 值 时 ， A xm 为 异常 
值 ， 当 检验 最 小 值 时 ， 判 xa 为 异常 值 。 I 


第 五 节 双 侧 检验 


”上 两 节 所 述 剔 除 粗 差 的 标准 ， 需 根据 以 往 经 验 ， 注 意 异 
. 常 值 出 现在 最 大 值 还 是 在 最 小 值 ， 称 它 为 单 侧 检 验 。 
“车 需 答 验 是 否 有 蛋 常 值 ， 们 不知 是 最 大 什 或 最 小 值 ， 即 、 
异常 值 在 高 端 或 低 端 都 可 能 出 现 ,- 则 称 为 双 侧 检 验 (a9， 
э 下 面 介绍 上 两 节 标准 的 双 仙 检验 法 。 其 临界 值 近似 地 可 
Нан. 

1.， 双 侧 检验 的 格拉 布 斯 法 

(1) 对 测量 值 us Ж + 


% =LZx, D =N — 


ЖЕКТЕ 


TONNEN GCN - жез 


表 15.2 d(n,0)f& 


人 
| „>“ | 0.05 |0.025 | 0.01 То. 
0.941 | 0.970 | 0.988] 0, 

пое 0 хар | 0.765 | 0.828 | 0.889 | 0,0% 

aid 0.642 | 0.108 | 0.7801 0.821 

ЖЕТЕТІН 0.580 | 0.623 | 0.698| ота 

Tur Xd 0.507 | 0.586 | 0.637 | 0.680 

NE — 

ru em M Xe 0.564 | 0.611 | 0.683 0.725 

тета 9.512 | 0.588 | 0.636 | оет 

gr omes 0.411] 0.533 | 0.697 0.039 

ra = XQ) пед. 0.576 | 0.622 | 0.679 0.718 

Nux 0.546 |- 0.590 | 0.642 | 0.676 

iua eg 0.521 | 0.664 | 0.615 | 0.649 

PE pe 

0.546 | 0.587 кы 0.674 

0.525 | 0.565 | 0.616 | 0 ват 

0.507 | 0.545 | 0.505 | 0.624 

0.490 | 0.528 | 0.517 | 0.60 

ME TEM 0.475 | 0.814 | 0.561 | 0.589 

жох) 0.482 | 0.600 | 0.547 | 0.576 

0.450 | 0.499 | 0.835 | 0.502 

| 0.440 | 0.478 | 0.524 | 0.551 

furem а XL 0.430 | 0.468 | 0.814] ови 

Ха Жаз) йа: 

0.421.| 0.459 | 0:508 | 0.532 

0.413 | 0.451 | 0.497] 0.524 

E 0.406 | 0.444 | 0.489 | 0.518 

0.989 | 0.498 | 0.488 [20.508 

0.898 | 0.430 | 6.475 | 0.501 

0.507 | 0.424 | 0.469 | 0.495 

8,881 | 0.418 | 0.483 | 0.488 

84 0,413 | 0,457 | 0, 483 


“360. 


xoa —_ ta 
ER GAS Ж 


ó ó 
(2) KERE HEKE, 由 测量 次 数 ?及 ca 一 2 2 于 表 13. k 
ЖЕНЯ (па). 
м X 7X —х Ха) = 
(3) # 4 > $2 且 8 >g(n,a), м 


Xo НУ НИ, | 
gto > Hut gie >g(n,a), Wl xo) 为 
ЯЖ. | : 
BEY 对 某 量 测 15 次 ， 将 它们 按 大 小 排列 ， 列 出 其 尾数 
AT. А 


-1,40, —0.44, —0:30,. —0.24, —0.22, 
—0.13, —0.05, 0.06, 0.10, 0,18, 
0.20, 0.39, 0,48, 0.63, 1.01 
异常 值 两 端 均 可 能 出 现 ， 我 们 用 双 侧 检验 法 。 
(1) жш 


zd > 
%-і-Ххс-0.018 EN 


1 Num 
ВЕТ 0O3* 20.58 


хо»—® _ 1.01—0.018 


F 0,55] 1.800 
ӛ-жо _ 0.018—(—1.40) _ 
z 一 0551 2.574 


(2) HXa,—0,05, |Ша--0,025, 2(15,0,025)--2,549 
(3) Bl 2,5742>1,800, H 2.574>2.549, 故 抛 去 异常 
Жха». 


ан. 


对 余下 14 个 测量 值 ， 重 新 编 xco， 再 进行 判断 
а) ж E 


z=} xx-0.119, b= ет)! =0.401 


147 
хай _ 1.01—0.119 _ 
ӛ 0.401 Zaag 


7 一 % — 0.119—(—0.44) == 
g^ 1 0.401 1:394 


(2) Дйо„==0,05, Ша=0.025, 9(14,0.025)=2.507, 
(3) 242.222>1.394, 182,222<2,507, Ж FLAN 
(& FB xao 1.0188 A, е 
故 余 下 的 14 个 值 已 无 异常 值 。 
. 2. 双 例 检验 的 狄 完 逊 法 
(1) 将 测量 值 % 排 成 顺序 量 Xco i 
хол S 
AA Ыг, r 


n ! r г! 


Xi = Xin xa — x 
ryo inet rjo! 5 XX ) са) 


Ха” Ха) ха) Ха) 
я) Xine Хау xi 

‚ 8—0 ru 059-0. nt XX _ 
Xa) Xa) хат Xia) 

Xin) T X (72) Xa Ха) 
u— | f= [Ne 
| хат” Xa) Xa) Xia-1 

14—30 rz 一 т — X (a-2) ra “АТХ 
Xa — Хо) Б Xa)7 Xi-2) 


(2) 取 定 显著 性 水 平 ci， 由 测量 次 数 n 及 a 一 名 于 表 13.2 


p s HUE Sid (n.a); 
(3) Xir2r'Br2d(n,a), Их, В ls 
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# ror, Нг>а(т,а), Ия. 
М2 同 例 1 测量 数据 。 


今 用 双 侧 检验 的 狄 克 进 法 检验 异常 值 。 
(1) 算 
Жора» — — 1.01—0.48 “0 406 


Xae—Xw« 1,01-(-0,30) 


ЖЖ 2. —1.40—(—0.30) 
хаз Xay 一 1.40 一 0.48 


一 0.585 


(2) ЖШа,=0.05, Ma=%2=0.025, d(15, 0.025) 


0.565, ° ^ 
(3) |40,5852>0,406.80,5852>0,565, # E J ха» 
一 一 1.40 为 异常 值 ， 应 抛 去 . 
ХАРА, Еж, 再 进行 判断 :、 
(1) 算 


Хор Хар 一 1.01—0.48 


харв .1.01—(—0.24) “ши 
` Xo) Xis 一 0.44 一 (一 0.24) _ р 
incus "о —0,04—б,& — 0.217 


(2) Hua =0.05, a=% =0.025, І d(14,0.025) 


=0.587 3 
(3) 0.424, 0.217 均 小 于 0.587， 故 不 能 再 剔除 测量 
“Ж. 
故 余 下 的 14 个 值 已 无 异常 值 。 


第 六 节 2 (Chauvenet) 标准 


进行 "次 测量 ， 取 不 可 能 发 生 的 个 数 为 二 ， 则 对 正 态 分 
. 布 N(0,1)， 误 差 不 可 能 出 现 概率 取 为 


1 
1 — 21/2 2 
п 


1 一 Ж uz dx 一 


对 不 同 n, 算 出 on 值 如 表 13.3. 


913.3 os 值 


肖 维 勤 准则 认为 ， 若 测量 一 次 标准 差 为 c， 当 某 量 独立 
Alfr, ж, зз, ж, Ям, umni, ЖЖ 


|: 2o. 
: 则 该 应 抛 去 。 ` 
此 准则 出 发 点 不 严格 ， 且 cr 实用 中 取 估 计 值 


du ;4 中， 故此 准则 有 一 定 的 近似 性 ， 
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第 七 节 其它 粗 差别 除 标准 的 讨论 


下 面 讨 论 一 些 常 遇 到 的 值得 注意 或 不 合适 的 粗 差 剔 除 标 


ж. 
1. 36 标准 
NOE ELEME Ж х,,х,,--,‚х„,} 
` š = LZ 
b =x—x 
ê= luxe 
ж 
[v| >30 


х Е, Есон, ЗАТО 
2, H dE А 
[о 236 
LUEZVE EM 
由 第 二 节 性 质 1， 我 们 知道 


lod аса. Lol 


я--1 1 
| sa ұры 
г” 
Sd 
FE, Anco E у 
[vi 36 


上 面 说 明 ， 当 测量 次 数 在 10 次 以 下 时 ， 用 36 准则 不 能 
噜 去 任何 数据 。 从 而 当 测量 在 10 次 以 下 时 ， 用 这 一 办 法 不 能 
ЕН, 

2. УВК 8 (Романовский) {8 EF 

W£ КЇ ЗУ d A dt м N(u,ot), t) R BE d£ 
GR ЖЕЛМЕ )x Е, БН ЖИНА А220, жн 

Іж-%|>К(п,а).0 

则 剔除 x*, 而 ,9 为 测量 次 数 及 显著 性 水 平 。 š 

此 法 中 &(n,a) 等 于 i 分布 临 界 值 io(n 一 a) (其 显著 性 水 平 


Жа, НЫЕ") E. 
此 准则 出 发 于 ， 对 等 精度 独立 测量 的 两 组 数 


Xu, Ха, tt, Xim 


Xn, Xoz, 5%, Konz 


May хи На N(ua,oz)， 则 两 组 平均 


m 
ou i5 
有 
Я: Цин) 
其 中 
š a mim 3 E(u k) HE uk) 
° X nn, | n +n,—2 


БЕСІГІ ЕТТЕ 
第 二 组 ， 则 
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E Э 
取 定 显著 性 水 平 ， 从 而 一 应 以 
t (0—2)s, mt, (0—2)4] "9 m Kn, a) ВИ, 


Ж-Е жоне); АТЕНЕ И О, 
жакан инг инш, MERRET » 值 及 wm 
Е 

这 一 准则 不 但 不 方便 ， жол Ет 
的 ， 因 为 被 怀疑 之 值 不 可 能 是 中 间 的 值 ， 而 只 能 是 边界 目的 
最 大 值 或 最 小 值 ， 它 既 不 与 余下 来 的 值 独立 ， 也 不 会 服从 正 


ова, апаты 5 io nisi, 


第 十 四 章 ”投影 误差 分 布 


第 一 节 ”投影 误差 性 质 


在 测量 工作 中 ， 常 需 使 仪器 和 量具 处 于 理想 状态 ， 如 水 
平 或 垂直 状态 ， 以 得 出 精确 的 测量 结果 ， 由 于 安装 调整 误 郊 
的 存在 ， 实 际 位 置 与 理想 位 置 总 有 一 定 差异 ， 从 而 对 测量 结 
果 带 来 误差 ， 这 种 误差 称 为 投影 误差 ， 其 分 布 称 为 投影 误 盖 
2i. 

此 种 误差 如 ， 

1. 长 度 测 量 中 ， 常 须 使 基准 尺 与 被 检 尺 处 于 同一 方 
向 ， 以 进行 比较 ， 实 际 长 度 1 用 偏离 4 角 的 基准 尺 长 /去 测量 。 


造成 误差 〈 图 14.1) 
8=1—/ 
一 人 (1 一 cosc) 

2 wEmaxe в [== | 


H 


а | 
ина 


图 KM.1 长 度 测量 偏离 图 14.2 ПАШЕ 
于 安放 的 测量 仪器 总 使 测量 线 与 圆心 有 偏离 ， 带 来 误差 (图 
14.2) 
д-а”-а 
zx —d(1—cosa) 


* $68 ° 


| 3, 研究 测 力 机 时 ， 测 力 机 上 下 
拉 头 中 心 连 线 不 垂直 ， 测 力 机 应 受 力 
Р, хр) - 
Е = Рсоѕа 
造成 误差 (图 14.3) 
aa =P S (1-сош) 
4. 重力 加 速度 测量 中 ， 测 量 须 
REAREA, ЖЕЛАЕ, mus WIAR 
则 光线 不 垂直 , 当 光线 与 垂 线 偏 af, 力 误差 
则 对 重力 加 速度 带 来 误差 
dg 


өз 
722712554 A 


投影 误差 亦 可 在 其 它 工 作 中 找到 很 多 例子 。 | 
以 上 情况 可 归纳 为 ， 由 于 实际 状态 偏离 理想 状态 夹 角 a 
de АН? ， 对 测量 结果 带 来 误差 
` ' Әзі--соза > 2. 
由 于 偏 角 a 一 般 认为 在 0 Ж Ар а ЕНА, Юра р 
为 服从 [0,-4] 内 均匀 分 布 的 随机 变量 ， ыдан аны; | 
注意 到 ， | 
1, a 可 以 是 带 正 负 号 的 [CI T LETT 
水 平 状态 时 可 上 偏 或 下 偏 ) ‚ 也 可 以 是 仅 带 一 个 符号 的 ， 因 
Е a)， 故 a 带 正 负 号 与 4 仅 取 正 号 情况 相隔, . 
‚ЖЖЖ ІН ЖӘ” --сова-1, 因 它 与 6=1 一 cosc 仅 益 
мере | 
3. 车 实际 投影 误差 为 ((1 一 cosa)， 此 时 其 相对 误差 6= 
1 一 cosa, 故 原 误差 的 相对 误差 即 与 1 一 cosa 一样。 


下 面 讨 论 投影 误差 基本 性 质 。 


0 一 1 一 cosa (14.1) 
其 中 a 服从 [0,A] 内 均匀 分 布 ， 即 其 密度 (图 14.4) 


is i^ 当 x€[0, 4] 
0, 其 它 
4o 
5 
7 š 
1 Ё р 1 

0 4 z 4 a 

14.4 Баж 图 14.5 投影 误差 取 什 
我 们 有 


性 质 1 6 的 最 大 误差 为 1 一 cos4w 4 

证 因 a 最 大 值 为 4, 由 1 一 cosa 的 单调 增 性 质 ， 知 6 的 晤 
大 值 〈 图 14.5) 

1 一 cos4 一 2sin: 4 + 


性 质 2 6 的 分 布 函 数 F(y) 及 分 布 密度 f(y)( 图 14.6) 为 
0, X у<0 


Е(у)= D cos(1—y), 当 yE[0,1 一 cos 4] 
1, Шу>1-созА 
zl. My€[0,1—cos4] 
其 它 


证 因 6 恒 正 且 小 于 1 一 cos4, 故 


0, Шу<0 
Е(у)=Р(дӧ<у)= t Я 
34 y€[0,1—cos А] fa 


Е(у)=Р(1—соѕа<у) 
Í ==Р(а<асс cos(1—y)) 
B а--1Л0,41,%- й 


arc со5(1--у) 
F(y) e аи 


而 在 此 区 间 上 = ` — 


d 1 1 图 14.6 投影 误差 
Ку)= dy Е(0)=4 TO 分 布 密度 


在 此 区 间 外 ， 由 f(y) 为 常数 知 f(y)==0. 


性 质 3 3 的 期 望 可 取 为 最 大 误差 的 寺 2 
x дшш 


1—-008.4 71 
E= 4 
|, VAJi-ü- y? А 


%1—у=х,% 
1-х біп А .. 
Eel] „са dti Fu 
于 是 期 望 与 最 大 误差 之 比 
біп 4 
Е 1- ES Но 


ата) 


1—cosd ^ 1—cosA 
性 质 4 6 的 标准 差 可 取 为 最 大 误差 的 1 


KI- 


证 9 的 二 阶 原点 矩 


1-совА 1 
а.= |, PI = dy 
作 代 换 1 一 7 一 x, 则 


=} [34 sin (2--5%4- » 
而 方差 


DE +. 1 , sinAcosA . Sin*4 
ааа Æ 


ИЕ 
I=cos A7 TREE TE +004): 


性 质 5 3 小 于 其 均值 E 的 概率 可 取 为 0.57 
Ж 由 性 质 2 性 质 3 知 
Р(8<Е)=1. агс cos 9124. 


由 cosx 级 数 展开 式 可 得 
— Rn 
-Arc сох 2(1-х)+1(1—»)'+ O((1—x)*) 


TÉ 


E FTN 1 ; 
arc cos 7, = (ik +0(49) 


қ 1 1 
Р(Ӛ<Е)- (1000049) ко. s 
性 质 6 6 在 五 十 6 范围 内 概率 可 取 为 0.61 
+372. 


证 m 


A =h, а 1 4 8 
о-а,-Е A 3215-4-04) 


o= 1-10+00)) 


№ 
745 
Aye E--co(c 为 任 一 常数 )， 因 | 
S `. “(1 с 4 
ums у" = Gr ug) 
& WR us 
* Р(<у) = 1 аге cos( 1—y) | 
= lex) (14-0 (4) 
” 当 c=1 时 
i 
1 
РӘ<Езо)-(5--75) 一 0.80 
当 c 二 一 1 时 


РӘ<Е-ә-(-% 
Р(Е-о<8<Е+0)=0.80—0.19=0.61 
第 二 节 ”任意 分 布 分 位 数 的 正 态 表示 

我 们 经 常 要 知道 任意 分 布 与 正 态 分 布 的 关系 。 


由 第 六 章 第 三 节 埃 奇 活 思 级 数 ， 我 们 可 以 将 任意 分 布 的 
密度 与 正太 分 布 的 密度 联系 起 来 。 


本 节 将 建立 任意 分 布 的 分 位 数 与 正 态 分 布 的 联系 ， 以 供 
下 节 应 用 。 
我 们 经 常 用 到 爱 尔 米 特 多 项 式 
02/2 d" -х/2 
Н.х) (7 07e ^ Te 


(14.2) 
Нь=1 

Нұшх 

万 :一 光一 1 

H,;=x°—3x 

Нұшх-6<--3 

H,=x°—10x° + 15x (14.99 
H,2x5—15x*-- 45x' —15 

Hx —21x54-105x* —105x 

H2 x*—28x* + 210x*— 420x* -- 105 

H,2x*—36x! 4-378455 —1260x*-- 945x 

HQ х!%— 45х --630x* —3150x*-- 4725x* —946 


CF] 
2 Н.(х)-т) x Fut 
(14.4) 
ЖЗНЕ Ha(x) StutiES4 ENO, 1) (х) RUM 
BEHER, M 


а i 


因 
-İn гә -4 
Моне 1 ee i^ du 


+874. 


КОРЕТІН ТОГО 


E zd 2 
=f геу ее 2* dx 


ф(х) НР 2л Heol). GAERA 


б) | ei 2n H,(t)o(t)dt 
# x 5 t, 得 
Изя (био =” eH, apade 
改变 1 的 符号 ， 知 吾 "(x)p(x) 变 为 W 2а P). 
现 考虑 表达 式 
{exp( KrD")}p(%) 
的 特征 函数 ， 其 中 万 为 微分 算 子 ， 而 exp(krzy) 


ЕН ф(х), 
- RIA, 


j ettrexp(krDr)p(X)dx М Я 


=Ë ey (GT 


x "НГ, e Dola dx 


=X E [T DH apada 

ита (очко 

=. 2r pltjexpir(—i)} , | 
: $15. С 


RW, жя 


exp(— i атары ET -b 


2 Ks 
D- ЕП D 


ee — -jeto 
鸥 特征 函数 为 
м 2л rp(t)exp{ 7. 


к, 44 7. 
ау 1 (it) 3 


洪 将 p(x) 代 以 
1 -i.G-B* ү X 一 名 
В(х)= 7. 51 " -ge (= 
ШЕ 
exp -71 p4 7b p “s ре 
1 21 31 
- Di }8(х) | 
欧 特 征 函数 为 
м 于 әйтеке (< 
c і 
сиу qt} 
Жа-и, b—o?, JJ 
exp[- * ep e 了 nop 
+D on (м. 


* 376 · 


жы. 


的 特征 函数 为 
ET it + >: (у 3: Хау T G+- (14,6) 
故 (14.5) 为 半 不 变量 是 (ki， Ka, ку, ку, c) ВЛ ЗЕ RE 7 的 
分 布 密度 按 (4，o3) 的 密度 6(x) 的 展开 〈 此 时 设 (14.5) 收 
敛 到 一 分 布 密度 且 该 分 布 由 矩 唯一 决定 ) 。 j 
一 般 ， 我 们 可 假定 半 不 变量 к, "И, 而 7 的 分 布 
取决 于 2%， 当 # 趋 于 无 穷 时 ， 分 布 趋 于 正 态 7 为 тй 
УУ ЖЗЕҖУ17й, Шіл--т), 


Xi u, o 使 т 
-u-1ge, цеО( 3) ` 
icto, b O(n7) 

ншіс>зн, i I 
114 /0* 
о? 与 т Ей, 5л И, АЖ 
к, 51-17 


2% шО(п 2) 
于 是 (14.5) 可 写 为 


exp[ 0D 5D D' LPD | l,o*D*- oD: 


6 UP 


1050, i*o*D* 5 
us + 720 一 pg 


其 中 
51, X OÈ) 
1, 5 1, 35 Oln) 
I 350 (03) 
la $ O(n) 
-o 


HERH expte HE O(n 2), & 


і арра 1 1 
1—40р+ 29 D: шг Жл + е 


часе тар о" В + (140D 


120 
іш араа ве À) [20878 
+ 4110 D +з зор + ер 
=i, ho + іше” 一 二 Lio 
ot D! – 1,0909 ++hho" D’ 
60 185‘ 6 LE 24 2^4! 
— uo D + о") 
125 360 35 
-Қ-дер- енен 3810405 
1 npo D=o" D+ 121,010» 
ru 8 140 +588 i40 
-hho D' 3 alto D+ Р 


1 8 门 1 ( pa p СЕ pyn 
"дао )+2 (te D*+ agio D 


tH Ln Da iunop "gilt D") 


WX oD рид с-н (28), жан Жә, 


青 积分 ， 则 得 7 小 于 и+ох 的 概率 
Е(х)=Еч(и+ох) 


же 


=Í. P(x)dx+ «| -( ан) | 
А ЕНЕЖЖИ, H 
ea =f ЕБ(ҮЛГЕНЕ) 


m 
ашна) 
=G) + Y 7 а-у Law 
=G) -DLE «с Hrala) 
т=1 
b 


ха-ха + e 
求 得 m 盾 ， 按 # 降 阶 排列 ， 知 


к-н: -> Ы. de ago там) 


2 


-A Гаете din- E 5x'—3) 


-inut + lal xt — 8x3) 


стату Саб 400-15) 


144 


gio (O9 T8 2) Пл +51 ых 


EIU aule — 183) зов) 


us A = 


2 1 
gap hn 10 18x) —З Их 


L —493) Lii (s:5— 
+9103 (36:9 — 493) — LH (529 3228 352) 


1 
360 


+ АЫ, аа) 1 (726—828 H- 51x) 


ls = A E 1 p” n 
324 13 (1382 —187х) + 864 IL(111x—547:5 


+4564) — т (04859 — 3628x" +2473) (м.т) 
因 


х= g(x)  g(£-x—£) =g) + (x—5)g' (E) 
—g(£)--g'(£49(£)--(x—£)g' (&)}+-- 
继续 此 过 程 ， 得 


х0) +000007 (£)- a( D^ C) Tg (C) о") 
ОЕ ОАО 


ао 
将 g(5) 用 (14.7) 右 端 代入 ， 得 
«Е E EU m1) ERU GI 84) 


gels GE — 55) - 4 al C 7 1) 


ail P3) uM SER) ` 


1 2 
+324 5-й (12£*—53£ +17) 


и 88) + чуу (Ë —10Ë+15D 


нае 255) — gg, TEE —24F 298) 


hls 24* —17£* + 21E) 4-11 (142* ` 


—1iB n 


—103£*-- 107£) -— (252£*—1688£* 
+15114) j ` (14,8) 
以 上 (14.7)(14.8) 称 柯 尼 西 - 费 希 Aç (Cornish-Fisher) ` 
公式 。 QUE pu 
当选 N(u, о?) н, #0 а 为 了 之 一 阶 半 不 变量 a, Ж 
о уп. 2Р3 к, Ш1Һ=0, h=0, ТЕЗІЖ 


| аё) (ё) iol (Is — тл) 


рае) НР) 


EEA LES y, 与 超越 系数 y, 29 
Ks 
Li =- =h 
„= i ==" 
于 是 


sic iyn) Ду (0—89) det 19) 
| (14.9) 
+. 38: 


«ЕН ар ив) 


(14.10) 


п= Ут Е 
i=l 


Вт, Un ERER 与 三 之 半 不 变量 kt 间 有 
关系 
к.= У) Krss 
Жл и» =и+ох ЖЖ Flut+ox)=p, Н ВЯ 
№0, 1)2 4 43 ЕЙЕФЕ)-ер, ІН 
xml (р) 

tih E) 十 ?ai 人 和 四 

+ yh (E) + yipshii( E) + (422) 

Ty (D yi IR CE) yia ($) Ñ 


ава) 4 vifi ОРН ' (14.11) 
其 中 _ 
Yea =? , r=39, 4, e 
ЯХ. п АИЯ, 
又 ы 
hm HI) 


hD m5; Hs 


һ(Ю = — a 2H.) HD 


.902- 


һо =н, (n 
вы(ё) = E i 


hui) oe d панд 39H, 


324 


h (£) =g H0 


= 1 


381 ASH) 6H 42H, "m 


В Ma = ла HAC SHGUD $a E 


Һ8а(4)--- qa UU LE PED HE a»; 


huu(é) {H+ aH 


. ж?н (ӘӘ) 
AGE) 之 值 如 表 14.10。 С 


第 三 节 ”投影 误差 分 布 的 合成 ' 


жалаа, —— _ 
我 们 知道 ， 独立 随机 变量 办 之 和 7 一 忆 те FERME 
DEF m НЕА (29 BD 


б) = Поко 2. 
且 的 各 阶 半 不 变量 к, me 对 应 半 不 变量 e 之 和 ， 即 
° 509 


0278 8 一 | 661605 1— | 1599F 0 一 | 9801@°0 vreo $2942°0 86800°0— пп 
70867 ^| 9770971 9695770 T2928°0— | 998990 一 | L1968°0— | #91770 Gy 
v901'0— | 86911°0— | 9920070 29097-0 991910 299070 9c19070— еу 
09069.0 一 91161°0— | %21070- | 8881070 6996070 98690:0 982с0:0-- Gu 
1699070 99900'0— | Tc920'0— | 92150`0- | jsczü'ü— | с8010°0— . 8660070 ом. 
1819871 16907 | 191090 98192-0 1$620'0— | 00611°0— | 327т0`0-— (908 
S9589°1— | 99920°7— | Ts989°0— | 1291170-- | 0120170 2891170 2820070 соч 
9910670 Terro 0109070 24100:0- | OT?0'0— | 82670°0— | 8060020 шч 
6001@°1— | 068$8°0— | T2169°0~ | vtOlt'0— | 2098T 0 一 | 8)810°0— | 6991070 (20 
Тсеуе 0 0101870 2106670 8125270 2189070 84020°0— | 60110°0— "Sw C 
16/71 18971 9165670 #595170 8921920 92782°0 48060.0 一 (90% 
2006075 | 5020872 88919% 969262 966981 999791 [22:1] E 
10070 920070 = 10 92070 Lx] Г Фә 


канатын Vr 


* 384. 


[293 290 
ипк Ел E+ox 处 之 值 与 标准 正 态 分 布 
N(0，1) 的 分 布 函数 四 在 之 值 若 相 同 ， 即 
Е(Е-+ох)=Ф(ё) 
其 中 E, o 为 7 的 期 望 与 标准 差 ， 则 由 式 (14.9) 可 知 


рез D-z Ar- 3x) ав (asta) - 
Fh n ARARE 
к, Ekan 
Vo ° 
n 的 超越 系数 
к. DX 
?2 os ( (Een y 


例如 ， 现在 我 们 要 计算 三 个 独立 相同 的 投影 误差 合成 之 
误差 62 小 于 其 期 望 Еш Ea; Xo BR (oos bat). 
对 于 任何 投影 误差 5.， 我 们 可 以 出 其 偏 箭 系 数 与 起 越 系 
数 | U | | 
yi =0.64 
?3 一 一 0.86 " А 
故 对 4 个 独立 相同 投影 误差 之 合成 误差 。 其: 


pM. 


= Mas -3 
Pı 2 бор est, 


УЗ: 


= mot = шулы 
当 "一 3 时 | 


Y= 3 $0,370 
Ti y1,4971 = —0,287 


¿=z—+w(— 0-б 3х) чает e) 
ЖА x=0 Б], £—0.064, н 


'9.084 1 


ME Та. 526 
7S0 д» 小 于 期 性 概率 为 0.526, 
Хйх--1М, £——0.965, A 


(-0.966 1 —n/2 ` 
| vg ja-o.der 


Ш x=1BF, 2=0.965, Н 
9.905 — |] #2 
ино 


Ж д Ж Esto WIERA 0,8330, 16720, 008, 


第 四 节 ”投影 误差 分 布 的 应 用 


йт 某 投影 误差 yu 
д==[(1— cosa), аі’ 
则 它 的 相对 最 大 误差 
ess) ma axi 
相对 误差 的 期 望 : 


E del ax 107 


扯 对 标准 差 为 
- 385 - ) 


в= ЗА .8х10* 


例 2 有 独立 投影 误差 两 个 
ó,21—cosa, a[i” 
д,ч-1--сова,, а,<2” 
求 合 成 误差 。 
因 这 是 两 个 单 向 误差 ， анепюжаниюњо . 


Els) =1.4х210* 
Ет. 1025) =5.6х10-* 


2-2 标准 差 为 
3. Қ 
10 > 
T Lu 5438) қ 
常 差 按 代 数 和 法 合成 ”偶然 误差 按 和 方 根 法 合成 ， 于 是 
合成 误差 的 
E=E,+ E,=7.0x10"° 
c=, gi-4gi =5.3х107* 
йз 分 三 段 测 某 长 度 (E147), A BE X 4:=1- 
cosa, 4421”, (i=1, 2,3), жакі д; 的 期 望 ЕЗ 
标准 差 0, 并 R ôs Ед; to АЖЖ. 4 


8147. 分 段 测 长 


G= 


) —1.3x107* 


в,= '25.1x107* 


HII, Al 
E,—1.4x10^* 
9,—1.3x 10? 


Eas=3E =4.2x10"% 
о=^/ 3o==2.2x10" 
由 上 节 知 ，6z 在 Едо 内 概率 为 0.668。 


міне 产品 寿命 与 威 布尔 分 布 


第 一 节 引 ë 


各 部 门生 产 的 各 种 产品 ， 必 须 充分 地 知道 它们 的 性 能 。 
每 种 产品 的 寿命 是 该 产品 的 极其 重要 的 性 能 ， 因 为 它 决 定 了 
产品 的 使 用 期 限 ， 从 而 与 产品 的 使 用 价值 有 直接 的 关系 . 

由 于 制造 材料 的 不 可 能 完全 一 样 ， 热 处 理 和 机 械 处 理 的 
微小 差异 ， 几 何 尺寸 加 工 上 的 误差 等 等 ， 使 得 同 种 产品 的 寿 
命 是 一 个 随机 变量 ， 即 其 使 用 寿命 有 的 长 ， 有 的 短 ， 于 是 研 
究 产 品 寿 命 就 要 用 概率 统计 的 方法 研究 它 的 分 布 。 

”在 寿命 研究 中 ， 使 用 的 分 布 有 威 布尔 分 布 、 负 指数 分 布 
和 对 数 正 态 分 布 。 由 于 负 指数 分 布 是 成 布尔 分 布 的 ,特殊 情 
襄 ， 而 且 威 布尔 分 布 可 以 由 极 小 值 理论 导出 ， 所 以 在 寿命 研 
究 中 ， 以 威 布尔 分 布 使 用 得 广泛 而 且 效 果 显著 ， 它 在 轴承 、 
机 器 寿命 等 的 研究 中 早 有 应 用 。 | 

本 章 从 威 布尔 分 布 的 基本 性 质 出 发 ， 研 究 了 它 的 应 用 方 
ж. | | 


第 二 节 ” 威 布尔 分 布 基 本 性 质 


产品 寿命 终止 时 间 E (注意 5 有 时 也 指 次 数 等 )， 服 从 威 
布尔 分 布 ， 指 5 的 分 布 密 度 


(15.1) 


ERES та МТВ, Mao, 0<т<оо, Ща=1 
时 ， 分 布 密度 的 图 形 如 图 15.1. ` 


JG) 


. z 
Е 15.1 威 布尔 分 布 密度 
对 (15.1) 积 分 ， 可 得 上 的 分 布 函 数 
| 1 一 e , X20 
EG) “ш x< 
对 某 一 产品 ， 著 知 其 寿命 分 布 (15.1)(15.2)， 则 显 热 ， 
该 产品 使 用 至 时 间 t 而 损坏 的 概率 为 (#3 
为 使 用 威 布尔 分 布 ， 我 们 求 & 的 & 阶 原点 短 EE6*， 有 
Eie? r(1-i) 


-3m0 


(15.2) 


вена r( 2-1) (15.3) 
EP-a* r(-3- +1) 


* 390 - 


等 ， 一 般 ` | = 


ЕР= Г(-® +1) (15.4) 
енге) аг E: 

го) [ tete : . (15.5) 
WINBBESENÉCE ^^... M 

posi re) (28.6). 


5.2 1% 


Ce rG- i чү 
(18.9 

. 在 实际 工作 中 ， vex LAT SERA 
F(x)= 07 PORE E о 


显然 ， 式 (15.2) 与 式 (#5.8) хи: RARR (15. 5% 
a VA "HO RERCCI5. 8). - 


第 三 节 参数 估计 ^^. 


为 对 产品 寿命 进行 计算 ， 必须 对 其 所 服从 的 分 布 式 

《15. үл кми кена >; 
由 式 (15.6) 及 (15.7) 可 得 Ew 
s > | 


E | : 
“ст! (15.9) 


РОТ | шет | 0880°T | ст ITT | 6°0 


TOTO T | Wézor т 8IP0'T 0©60°Т 


көгі 


9291°T мегт 901271 6927: | 612° | 8892°t 8'0 


ШГІ | esr T l0gr'T 


бст 98271 ӨРЕСІ 019671 Ur 6207 T ver T eei 1'0 


ишт | Wen 


ouv ГІ | gtz9°T 8999'1 | ezie't 186971 21291 899971 198977 | LAT | 9*0 


шет | B298°T . 


шыт | гт $0681 


162671 989671 ine 3990$ 210122 | 9°0 


26712 | zerg 8T92 7 10082 | ctot'z | қау? 79872 | 9299°2 | 2209°2 | 196972 7:0 


6402 | 对 98 7 1%80% | 6882176 


80% 2 месе 433 69996 01898 | 88T 8 | eo 


3092 | vue? p92e"9 Li8y°g | 916179 | 5-0 


719 "8 ors 1820707 | 726607 | 9691 21 ro 


$098'* 


кісі 


22ү9' 


899878 | 5990079 


620 Р 


962179 186979 201679 10671 


СРЯ” | GLPE'SI 668% 


188911 | 1819702 Ni `7 "I| 000% 6815720 16842) оо 0'0 


2070 100 | ovo |-4- 


80'0 80 0 10*0 70°0 5070 


Шымы 11а s: : 


11%) 


8T 


196170 


»esr'o 


105270 | 91520 


2% 


бо | во | 952 | тыта | 262270 | 60 8880 | Ol 
20 | 675270 | 8982°0 | 19020 | oigz'0 ойо | ого "аға Po |%920| 6 
зге [ууга | өзге | ок | gl9z'0 еко tosto | erro sro осо! 8 
бо | меге | 91920 | 6420 | soseo | grgg-0 | 26920 іюге | z9920 | 8192°0| 1: 
мәсе | по | 3070 | өйт | өше | ага | to82°0 | 0820 | его |2®го o o 
#90270 | 99204 szez'o | 2820 | liez'ü | тооба | ezos'o.| 090870 | veot'O | вето | 4 
иө | ойо | 6020 | 75570 | 082870 | шесто | еге | sess'o | Te0 |190 | Y 
asago | 9080 | ssos'o | 9960 | кыс | ино | кеге | совете | zeoro |eirro| e 
1020 %2%0 1880 10970 197 891970 106890 640970 868290 |12970 $ 
тез | еге | co "0 | ганг | өнеге | мего | шго | 9870 | 6% 00007 T 
во | во. | ro so #0 ға |-#- 


` 


{г ион (15.10) 


r + 1) | ML 


HR (15.10) um GS X, tara ie 


ЧН, КН. jm, 
这 样 ， a RHEIN MUN 


为 А 
Хы Xa, эе, Хаг ° 
JU E Бой 
B-iel€R o^ > usn. 
ô= paaa : о (15,12) 
oim, Mak 


кш (15.13). 
г(1_+1) | 
可 算出 o， T абзан жа, 查 表 时 注意 站 函数 性 ! 
质 
T(x)= 0га (%-1)«-2)Г(«-2) ^ 
615.14): 


， 96, ЈАМЕ ААА EIL 21. 内 # Ж, ERR 


(15.14) 求 得 个 (x) 值 。 
当 寿 命 分 布 函 数 为 式 (15.8) 时 ， 代 替 o 算 更 为 便利 . 
i 202 


, 


Ж 


ЕЕЕ — 
Una (15.15) 
m 


Я ”其 滚 动 轴承 的 接触 疲劳 寿命 须 进 行 实验 ， 随 机 抽样 。 .~ 
后 测 得 该 类 轴承 的 寿命 以 循环 周 次 (以 107 为 单位 ) /表示 的 
x M ч 
(0.4 3,7, 3.8, 3,8, 
7.6, 8.4, 9.0, 9.1, 
17.9, 20,0, 28.3, 30.4 
EX (15,11) № X (15,12) ERE 
Е-%-11,9 


Ете 


故 
-$ 0,837 : 
由 表 15 .1 可 得 
т--1,20 
由 附 表 8 查 得 у 
ГЕ +1) = 701,83) =0.93969 


Е | а ГЕ 
а= ГЕ. i - isses 


—12,7:7—21,1 


当 轴 承 寿 命 以 式 (15.8) 表 示 ， 则 - 


= É _ 
V= 21-ы) 12,7 


第 四 节 寿命 计算 


ед 可 对 产品 的 者 
- 命 进 行 计算 。 
由 式 (15.2) 我 们 知道 ， 产 品 以 可 靠 性 p(90%， 509548) 
使 用 期 限 至 xo 时 ， 则 xo 应 满足 
P a i (15.16) 
注意 式 (15.8) 或 令 
amy 
可 得 
97-=(—1ар)ж (15.17) 


f 这 样 ， 已 知 分 布 参数 m 及 矿 ( 或 0)， 当 欲 产品 寿命 的 可 徘 
性 为 ?时 ， 就 可 由 式 (15.17) 求 出 产品 寿命 %;。 


为 使 用 方便 ， 可 将 (一 lap) 广 作 图 ， 为 此 ， 研 究 固定 
时 mw 的 函数 


` f(m)-(—lnp)** 
н 
АР dn 
dif (m) (Ia —12p)) (Лар) (т) 
- Рт) = (la —1ар)) р)" (1а( 18р) +2} 


我 们 知道 
1. 3 pe7-—0.3679 hb, f(m) 曲线 单调 增 ， 且 在 


一 卫 tn( 一 lab) 处 有 所 点 ， 抛 点 左面 曲线 为 四 ,拐点 右面 曲线 
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为 凸 。 渐 近 线 为 f(m)=1. 
2. Зр-езің, f(m EST 
_ 3. эрсе, fm) SERIE EE, WEA 
为 1{(m)=1, 
常用 的 p=0.9 及 0.5 的 (一 lnp) 记 曲线 如 图 15.2。 


815.2 Masi m | 4 


例 СРЕ 节 例 数据 
因 该 轴承 寿命 服从 威 布尔 分 布 之 
m—1.20 ` 
` 太一 o 寺 一 12.7 
故 对 可 莱 性 为 90 锡 的 寿命 %.s， 由 图 15.2 查 力 一 0.9 曲 戟 ， 当 
т:-1,208 
(—1np)* —0,153 
而 P 
-学 一 一 0.153 
%,ұ-0,153Х12,7-51,94 


第 十 六 章 测量 结果 的 不 确定 度 
第 一 节 5l 言 


测量 对 人 们 的 研究 和 生产 极为 重要 .测量 结果 的 使 用 与 
其 不 确定 度 有 密切 关系 ， 不 确定 度 大 ， 则 使 用 价值 低 ， 不 确 ` 
定 度 小 ， 则 使 用 价值 高 ， 测量 不 确定 度 是 测量 质量 的 一 个 极 
其 重要 的 指标 。 
技 国 际 定义 ， 油 量 不 确定 度 是 表征 量 值 范围 的 一 个 评 
定 ， 而 被 测量 真 值 位 于 该 范围 中 Le m ncm im 
评定 测量 不 确定 度 前 ， 应 先 将 测量 中 所 有 应 修正 之 值 予 
以 修正 ， 然 后 寻找 不 确定 度 来 源 ， 测 量 不 确定 度 一 般 来 源 于 
测量 装置 、 测 重 环境 、 测 量 人 员 、 测 量 方法 和 测量 对 象 。 
测量 结果 不 确定 度 一 般 包 含 几 个 分 量 ， 按 其 评定 方法 
这 些 分 量 可 分 成 两 类 ， ә 
A 类 ， 用 统计 方法 计算 的 分 量 ， 
了 3 类 ， 用 其 它 方法 计算 的 分 量 。 
各 分 量 不 确定 度 在 高 精度 测量 工作 中 应 详细 列 出 ， 说 明 
其 数值 获得 方法 ， 以 便 以 后 应 用 和 分 析 ， 
按 国际 计量 局 建议 ， 不 确定 度 用 标准 差 o 表征 (或 方差 
PRE). 
在 研究 测量 不 确定 度 时 ， 要 考虑 测量 值 分 布 ， 这 时 ， 测 
量 值 的 基本 分 布 取 作 正太 分布 。 
正 态 分 布 应 用 得 广泛 ， 是 由 于 按 中 心 极限 定理 ， 大 量 、 
独立 、 均 匀 小 的 误差 之 和 趋 于 正 态 分 布 。 正 态 分 布 应 用 的 广 
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泛 人 性 ， 也 由 实践 所 证 实 。 


„йш 统计 不 确定 度 


4 类 不 确定 度 即 统计 不 确定 度 ， 它 由 统计 法 计算 . 
由 统计 法 可 以 算出 4 类 不 确定 度 的 表征 值 s 5, (28), 
1. 等 精度 直接 测量 К 
仅 某 个 不 确定 度 来 源 变化 ， 对 某 量 4 等 精度 独立 测 得 
20 Xn, Xu, 7%) Xin, 
ЗН л, пятна: 
(1) ДЖЖЕ 


“=y up 


其 中 oo 一 xu 一 二 3xo 
(2) ив _ 2 
Р у 1 ; 
«= ey nl 


其 中 oo 一 xu 一 去 3xo бы oum) 
(3) 最 大 残 差 法 


m 


т; 
其 中 оатхо-- Ех» 
E 4 
(4) 极 差 法 


sim —j— (max x, min *) z, к ж 


(5) 最 大 误差 法 


s= Ë max |x —al 


系数 i/i, 1/4,, ИИ, 见 表 9.3， 表 9.4， 表 9.5， 查 表 
时 取 пет, 


ВАСЯ 


ЖЕТЕ Т 

——— RENH, 

BETAEBEYA, NIRE XROCEE IM 
|AX2L 


чи s 


55) 


当 R(A)=t<n, ДЕНЕК 
А’РАХ 3 ЕРІ. 


Ti Li 7 


而 
X=(A'PA)-'A'PL | 

一 Q4'PL ju 
BiX RH =L— AX, ЯН 

n 
而 fx 的 标准 差 
s,2sN/F'QF. 

Ш.Е?--(0,-,0,1,0,:,0), ПЕТ 
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统计 不 确定 度 还 可 由 别 的 方法 算 。 如 可 由 第 九 章 第 五 节 
算出 多 组 测量 中 标准 差 ， 此 时 可 由 (9. ани 
X. (9. 16) 算 出 组 间 标 准 差 平方 


”第 三 节 非 统计 不 确定 度 = 


ВСА Ж ДЕН АН ЖИЕН, 它 由 非 统计 法 计算 ， 

由 非 统计 法 可 以 算出 В 类 不 确定 度 的 表征 值 u (PR08022 
的 迎 似 )。 实 际 工作 中 常用 估计 的 方法 . = 

1. 估计 来 源 的 不 确定 度 

若 来 源 不 确定 度 为 ws， 它 对 测量 结果 f 的 不 确定 度 传播 


РЕЈА gi. нажим APRIRE RR TM 
ôf 


uy Әх, tos 
如 尺子 长 度 受 到 温度 不 确定 度 ws 的 影响 ， ЖЫКЫ 
度 的 温度 彩 胀 系数 ， 即 不 确定 度 传播 系数 三， 即 得 温度 对 


、 


长 度 介 成 的 不 确定 度 -ay。 


2. 直接 估计 来 源 对 测量 结果 造成 的 不 确定 度 山 

根据 正 态 分 布 特点 ， 先 估计 一 个 5b 值 ， 

(1) 车 估 计 真 值 可 以 概率 GB S ABRE +b ҮЗ, , 
则 u5, ` 

(2) 阁 信 计 真 信 可 以 概 本 50% 落 入 测量 结果 十， 内 ; 
Ж и,-1,50; 

(3) 车 估计 真 值 可 以 概率 95 锡 落 入 测量 结果 士 5 H, 

Кү 


则 и;==5/2, 

(4) 车 估计 真 值 可 以 概率 И W,- 
则 wy 一 M2.6 

(5) HET XU ГИ Ж99. WARA, 
则 u,—5/3, 


жш алаяк 


若 测量 结果 含有 不 确定 度 分 
А, si, S, °, 96, se р 
БЖ, шщ, th, зе, ш, e 

则 合成 不 确定 度 


o= EEEo 


Жоро ЕЖИКИ ИНИ, 
ИЖЕ ой, 合成 为 
其 中 pE[ 一 1,1] 为 相关 系数 ， 其 求 决 见 文献 [1]。 zw 
当 上 述 两 不 确定 度 完全 正 相关， р=1, ЇЙ | 
о=оү+оу it 
Ж EARPURECEH ЖЖ, р=0, W- 
ov 
此 结论 可 推 至 多 个 。 . 
对 于 通常 无 关 情 况 
ота/ X0! 


第 五 节 总 不 确定 度 和 国际 上 关于 
不 确定 度 的 建议 


对 于 正 态 分 布 ， 合 成 不 确定 度 о 的 奸 信 概率 只 有 68%%， 
在 一 些 具 体 工 作 中 ， 此 概率 常 感 不 足 ， 须 要 加 大 〈 如 加 大 为 
95%, 99.702), ЯШ, 及 将 合成 不 网 定 度 林 以 个 因子 ， 
ижа" mnm, + 

1. 样本 分 布 | 

若 我 们 对 某 量 等 精度 独立 测 得 

Xi, Xy, зе, Жа 
而 xi~N(p,0*)， 则 由 第 八 章 第 五 节 ， 知 
el Bx Ми," 


x—a 
Z NO, ,1) 


-h бана) 


d zou tn) 


#—и 


—— BÓ 
mm 1) тер 
x D d 
| тет а) =p 
aa 


而 以 置信 概率 p， 平 均值 的 总 不 确定 度 
А - т. 


2. 考 测量 结果 f 与 独立 量 xi, x:,…,xm 有 关系 
БеКх,х,,:",ха) ` 


当 x 方差 为 0} ， 则 f 的 方差 
(的 ar (Ma Goya 
- (3L 3L) оа Хао 
ЖЕШ A оз, Ж 
—- Z(n,-9* 


=/1. Z(x,4 —3,)! 


Kil, yen —1 
f 


设 xo На М(ш.,о1), т 


zel CAGA 


从 而 s; 是 oj 无 偏 估计 . j 

此 时 称 s} 自由 度 为 w， 亦 称 si 或 对 应 不 确定 度 自 出 度 
Жи. 

在 上 述 假定 下 ， 我 们 有 - 

性 质 1 зы Зоя мини, НИ" 


Mano 


(1) B 
Es: =0} i 
Est= Ха! Es! = Zajoi =0* 
is RO АН. | 
(2) Е.О) 的 特征 函数 为 
n рол i d , 


-X"(») 的 特征 函数 为 


* ajs =a; Z 


(172/71 day A(1—2//71 Ku)-»/t 
п а= Уан | 
6:0) = II (1 一 2V 一 1 Kst)—m/2 
= Пера IK.) 
- Hexp(V ГК. „Кій 


. 4: 2 
—з“ —1 „К}Р +) 


-ехр (v= Zajo- z Sire 


-$ 1х agi Ps) 


“又 -特征 函数 
бы) A [уе 
- -VET 2-91). | 
ШЕОЛ | 
(1-2У =гі )"- exe(— 5 12(1—24/ -т14)) 
= exp (у=! -£ 
сезе) 


ГЕНДЕГІ СУҒА | 


о 
ie x alat 

ps 

8 * 
ano 
Ж Жасичаоіиту»,, W 
уву 
证 m 


249%- 


sus 


[4 


aidi m "ато 
vegí/X — 1. Ut =m, 


切 m 2 10: 2 
| DIO i 
性 质 2 
18] 24) 
”证 . 因 | 
а») 


与 本 次 测 得 了 独立 ， 故 


1-Е! _ (f—EP)/e' (ЕЕ 
ы RE 1 Мол 
oc oy. 


~) 
性 质 3 E =u, MJ s}, = (алза)? 是 oi М 无 LI: 
++, ЕЕ», 
" сә) 
--“- - .- оз, А 
Е 此 因 
vsi, /01, = 3151 /0} 
此 性 质 使 不 确定 度 传播 时 ， 乘 系数 的 考虑 与 否 与 自由 度 
52x. 
性 质 4 对 | 
Be М(и, оў, =) 
X sz = /Мщ, 55, 是 os, 的 无 偏 估计 ,自由 度 vm. 
证 此 因 


此 性 质 说 明 ， паха USC OUR, en 
自由 度 一 样 。 
例 МИА ВАЛИ 


电压 表 
а 电阻 表 » 16 
5 a m » 1 
得 合成 不 确定 度 
дем +51 653451 +u? 二 3.5 
ANLE BUR у 
ot g* 
ЕСЕН азаа 
ps и м У 
ta 3,6: =8 
4 4 4 4 
1,0* +1. 0 + 1.4 +2. 0 Ж? 0 


5 10 4 16 1 


由 ! 分 布 取 置信 概率 p 二 0.95 得 总 不 确定 度 
и=Ь(у)-0=ь..(8):0=2.31Х3.5 
=8.1 
经 过 有 关 国 际会 议 讨 论 ，1980 年 国际 计量 局 表示 不 确定 
度 工作 组 提出 了 关于 实验 不 确定 度 的 建议 ， 其 内 容 为 : 


实验 不 确定 度 的 说 明 
建议 书 INC-1(1980) 


1. 测量 结果 的 不 确定 度 一 般 包含 几 个 分 量 ， 按 其 数值 
评定 的 方法 ， 这 些 分 量 可 归 入 两 类 

4 类， 用 统计 方法 计算 的 那些 分 量 ， 

了 类 ， 用 其 它 方法 计算 的 那些 分 量 

А 类 和 号 类 和 以 前 的 “偶然 ”和 “系统 ”不 确定 度 不 一 
定 有 一 个 简单 的 对 应 关系 ，“ 系 统 不 确定 度 ” 这 个 术语 会 引 
起 误解 ， 应 避免 使 用 。 

任何 详细 的 不 确定 度 报 告 应 该 有 各 分 量 的 完整 表格 单 
各 个 分 量 应 详细 说 明 其 数值 获得 的 方法 ， 

2. 了 4 类 分 量 用 估计 方差 (бын), 自由 
度 必 表征 。 必 要 时 ， 应 给 出 估计 协 方差 。 

3 孔 类 分 量 用 量 好 表征 ， 它 考虑 媳 为 假设 存在 的 相应 
方差 的 近似 ， 象 方差 那样 去 处 理 必 ， 象 标准 差 那样 去 下 理 量 
sf。 必要 时 ， 应 该 用 相似 方法 处 理 协 方差 。 

4. 用 对 方差 合成 的 通常 方法 ， 可 以 得 到 合成 不 确定 度 
的 表征 值 ， 合 成 不 确定 度 及 其 分 量 应 用 “标准 差 ”形式 去 表 
x. 

5. 对 特殊 用 途 ， 着 须 对 合成 不 确定 度 乘 以 一 个 因子 以 
获得 总 不 确定 度 时 ， 所 乘 的 因子 通常 必须 说 明 。 

4409. 


11968` 


86918: 

67998: 

1168" 

1108" 

18911 9801): 
18991" шегі | 
azzi өзегі: 
2119" $0019" 
82359 10669" 
10206: seres" 
99899- ЕССІЗ 
z68z9- 6819" 


ЕЕ 5и 


99969、 
91028` | 
0699" 
igezg- 
$1981 
08191 
29961* 
76102" 
29999 
05629" 
<8085: 
21199- 
18110 


LEE Bi 


11888 
79898 
719% 
121@8` 
86661” 
291" 
18261` 
19869” 
91299” 
29909: 
90/89: 
911797 
961097 | 


et 


98988 

09998” 
51698” 
69818” 
80162” 
89” 
10621: 
16969” 
07699" 
211297 
11688” 
08879” 
66009” 
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26F88 ` 
©6798` 
76178` 
76918” 
71881” 
10891" 
91021: 
97T69 
29999 
16119: 
94614" 
88669” 
90008" 


run 


mr 


T9866” | 99866” | 866” | 98860: | Tesee’ | 52006: | 6T866” : 27866” 6% 


36166 | 90206" | 18266° |е” | 29166” | 091667 | es 97286" ET š 
02186` 111667 20166: ' 96966” 68966” %1566” | ?9966` i 89966 ° L2 
^| 129867 60966” 86966” | 98906” 81566” 09986: | 27966 | Ft966^ 92 
z8f66” | 11960" | 1966" | emer osteg’ | e1768" | 96866” | 61086 9 2 
72686 ° 1 90606” | 98766” 90266: | 6%206” 2266” ; 20266” ! 08T66” [Д4 
| Heo 98066” | 19066” 96066” | 01066” 88686” | 95686” 84686 8 2 
09886" | 60886` | $1286" | cvl96^ | 61867 | 61986 | 9986 1 01986" 2% 
00486” 19786` | 20986” | 28686” | 17586 ° 00886” . 147467 ?12098`° ， rz 
11086` | 0£086° 28610” 28016 . 78816 | 16846: 81116` 92,6” 09% 
89067 | 00526 | тыс | T8846" | Oct" | 2926" [sens | eene ! вт 
9z695 | 99096 | 8198" ; CII00 ，88996 | 29006" | ме” | imo | ost 

9T96 ` 08025” | 76696 ` 10656" | 81806” 82146" 15956” i epeceo" | ит | 

veces | ystee” | esos” | оевув | spare | 86276” | 08976” | 009767 , өт 
| | OLIO" | 70070" | sese" | zz886， | 6в966° | 7296" Ku jene | mI 
881656: | 99006" ; 22626° , 98178° | 1926" $ 10926" | $9826” | 07226: | ©1026" | 90616: WU 
fyLLT6” | тб ; 0916" | 60&16° | 67176 | 88606: | 72806” | 85906: | 066° | ze06- i st 


761p" 67816" 
ҒИ | 9186" | 78.6" 
1996" | 08956" | 026,6" 
09118" | Шул" | 9686" 
ТТМ | $9967 | 1076" 
Tz998 | 10208" | ше” 
6T96 | 2208" | шығ 
[M 8" P 


129666666” 


一 (6 7)O 


1698" —(T0 Dp м 
*"(*Do-T-COo ШШК х ж 72 

“(6 + e КЫЗУУ) 260866 1426060 "T R 

12846” | 3796” | 188867 6 

29006° | 11967 | 81958" | 088467 | 521467 | 82867 8 

T8958 | 61£56' | 99956' | $89n6' | 91806 | 2188” 1 

869o6” | 8Zzo6 | T9868° | @146°| 0496” | CIO" 9 

O18:6° | 199,9" | 1278” | 9006 | 088%6 ”| 611,6" 9 

099,8" | 609060) 97156” | 2986° | 86)6 | 6696” Y 

191,6 | €99:07 | 119.67 | SI8s8° | 20:6) 99900 t 

ГЫ Y s г т v x 


+412. 


WU se(XeW)g 
Meg. ¿HH 


e= e° = о 
== 


- єз ез M u «о r- о Ф 


E^ - 


附 囊 3 1 
P(|t|&t»)) bit Ë 或 


-a 
ЕС | 
2 | 19.21 9.92 4.53 4.30 
3 9.21 5.84 | 3.31 3.18 
4 6.62 4.80 2.81 2.18 
5 5.51 4.03 2.05 2.57 
$ 4.90 3.74 2.8 2.45 
т 4.53 3.50 2.4 2.86 
8 4.28 3.36 2.81 2.31 
9 4.09 


= w 


分 E я 
P(1!|)2>t,)=a=1— b th te tš 


附 表 4 F 
Р(Е>Е.ь)= 


жы КЕИ > | 3 | 4 5 8 T 

1 [61.45 199.50 (215.71 224.58 230.16 (33.49 [235.17 

2 (1851 | 19.00 | 19.16 | 19.25 | 19.30 | 19.33 | 19.35 

3 10.13 | 9.55 | 9.28 | 9.12 | 9.01 | 8.94 | 8.89 

4 1.11. 8.94 6.59 6.39 | 6.26 | 6.16 6.09 

5 8.61 | 5.18 | 5.41 | 5.19 | 5.05 | 4.95 | 4.88 

6 5.99 | 5.14 | 4.16 4.53 | 4.399 | 4.28 | 4.21 

1 5.59 | 4.14 | 4.35 · 4.12 | 3.97 | 3.87 | 3.79 

8 5.32 | 4.46 | 4.07 3.84 | 3.69 | 3.58 | 3.50 

9 5.12 | 4.26 | 3.88 | 3.63 | 3.48 | 3.37 | 3.29 

10 4.96 | 4.10 | 3.71 | 3.48 | 3.33 | 3.22 | 3.14 

E 4.84 | 3.98 | 3.59 | 3.36 | 3.20 | 3.09 | 3.01 
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15 4.54 | 3.08 | 3.29 | 3.08 | 2.90 | тд | 2.71 
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E 3.84 | 3.00 | 2.60 | 237 | 2.21 | 2.10 | 2.01 


12 15 
p ! | 

241.88 243.9] 245.95 248.01 [252.20 

19.40 | 19.41 [19.43 | 19.45 | 19.48 
8.19 | 8.14 | 8.10 | 8.66 | 8.57 | 
5.96 5.9! 5.86 5.80 5.69 | 

4.14 | 4.68 | 4.62 | 4.56 | 4.43 

4.06 | 4.00 | 3.94 | 3.87 | 3.14 

3.84 | 3.00 | 3.51 | 3.44 | 3.30 

3.95 | 3.28 | 3.22 | 3.15 | 3.01 

3.14 | 3.07 | 3.01 | 2.94 | 2.79 

2.98 | 2.91 | 2.85 | 2.77 | 2.82 

2.8 | 2.79 | 2.72 | 2.65 | 2,49 

2.15 | 2.69 | 2.62 | 2.4 | 2.38 

| 2.67 | 2.60 | 2.53 | 2.48 | 2.30 

| 2.60 | 2.53 | 2.46 | 2.39 | 2.22 

2.54 | 2.48 | 2.40 | 2.33 | 2.16 

| 2.49 | 2.42 | 2.35 | 2.28 | 2.11 

| 2.45 2.38 2.31 2.23 2.06 

| 2.41 2.34 2.21 2.18 2.02 

2.88 | 2.31 | 2.23 | 2.16 | 1.98 
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2.80 | 2.23 | 2.15 ў 2.07 | 1.89 

2.20 | 2.20 | 2.13 | 2.08 | 1.86 

2.25 | 2.18 | 2.11 | 2.03-| 1.84 

2.24 | 2.18 | 2.09 | 2.01 | 1.82 

2.16 | 2.09 | 2.0: | 1.93 | Чт 

2.08 | 2.00 | 1.92 | 1.84 | 1.64 

| | 1.99 | 1.92 | 1.84 | 1.75 | 1.53 
{ Д 1.91 | 1.83 | 1.15 | 1.66 | 1.43 | 

: š 1.83 | 1.75 | 1.67 | 1.57 | 1.32 | 1.08 
———————————-9 
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.31470 
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.16538 
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.044837 
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021273 
016030 
011822 
.0285018 
.0259358 
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0 | .50000 ET 
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.3 | .38503 | 38862 
4 .35003 | .35267 
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.6 | .28505 | 28400` 
Л | ‚25506 25119 
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15 | 2008 | .19287 
1.0 | .17509 | .16667 
1.1 | .15176 | .14290 
1.2 | .13010 — | 12150 
1.3 | 00002 11025 
1.4 | 99186 | .085333 
1.8 | .075128  .070313 
1.6 | 06036 ‚051181 
1.T | .046811 . .045iTl 
1.8 | .035153 | .036000 
1.8 | .025162 | .027729 
2.0 | .016837 | .020833 
2.1 | 079 | .015187 
2.2 | .0251871 ! .010667 
2.3 | 0218323 1 .0271458 
2.4 | .0:20410 i .0245000 


附 表 5 标准 化 
当 n 个 独立 同 均匀 分 布 之 和 为 ys 时 
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085235 
.068498 
.058732 
„044804 


035565 


1021856 
1021509 
416359 
012239 
0289931 
0264158 


.50600 
.4811T 
.42269 
.38490 
.34812 
.31266 
.27878 
.24669 
.21680 
.18864 
.1629j 
1894 
‚11532 
.099440 
.082754 
.068166 
,055550 
‚044162 
035543 
.028028 
,021750 
,016843 
.012546 
.0293084 
.0267891 


эт 
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.067950 
.055424 
.u44721 
.035679 
.028131 
.021906 
.016838 
.012765 
.0795366 
070153 


i 
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— p= 
.50000 
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.867755 
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En 
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отты 
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.098513 
.082045 
.067077 
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044689 
085735 
.028288 
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.017883 
.013039 
.0288236 
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ЕТ 
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Em 
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.0299207 
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.50000 
.40667 
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.38349 | 
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.067447 
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017220 
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.055403| 


.13567 
.11507 
.096800 
.086767 
.086807 
.054709 
.044565 
.036930 
.028717 
.022750 
.017864 
.013903 
.010724 
.0781976 


当 # 个 独立 同 均 匀 分 布 之 和 为 ys 时 
а a | 

` | s | а 5 6 
х N - | | 
2.5 | .0z26042 | .0239998 | .9245563 | .0° 48608 
2.6 Í .0a13383 | .08258 | .0231218 | .0234105 
2.7 | .956250 | .0*15T82 | .022073T | .0223397 
2.8 | .91666T | 090068 | .0:13282 | 0315660 
2.9 | мез | 0945879 | 0981438 | 0510170 
3.0 | | .0s21478 | .0947380 | 0963002 
3.1 | | .0%81365 | 0925772 | 0938640 
3.2 | .0422588 | 0912802 | .0322304 
3.3 | .033674 | „0457677 | 0912180 
3.4 | чи | .0422106 | .0462149 
3.5 .0567442 | .0429124 
3.6 „0914167 | .0412229 
3.7 „0614406 | „0544325 
3.8 „0810988 | .0513058 
3. .0528094 
4.0 «0135429 
4.1 „0814628 
4.2 .0210438 
4.8 
4.4 
4.5 
4.6 | 
4.7 
©з | 
481 


1—F,(a o )=1—F,(x)=Q,(x)2 18 


co 


СЕЖ) 


.0250759 | .0:52327 | .@53509% | .0254435 | .0256794 | .0702097 
.0196083 | .023T534 | .0:38630 | .0:39489 | .0240750 | .D46612 
.0225188 | .0?26468 | .0227458 | .0:28226 | .0229362 | .0:94670 
.0217192 | .0218324 | .0:19187 | .6119864 | .0220861 | .8225554 
0311482 .0*12440 0415174 0413752 | .0214605 | 0318658 
0274185 .0382680 .U*88T58 .0393570 | .0210070 | .0713499 
.0817358 | .053697 | .0368601 | .0:62506 | .0363824 | „0396160 
.29047 | -0934001 | .0337854 | .0340944 | .0345582 | „0288714 
.0317174 | .0720933 | .0323880 | .0326264 | .0329875 | „0348342 
.0497293 | .0312488 | 0214680 | .0316472 | .0319217 | .0333693 
.0452419 | .0471879 | .O*8TTI3 | 0310082 «0912118 | .0323263 
.0426597 | ,0439713 | .04507T4 | .0*00082 | 014822 | .0315911 
0412547 | .0“20922 | .928365 | .9434799 | .0*45167 | .0310780 
.0554071 | .0410424 | .0415220 | .0419505 | .0*26614 | .0472348 
.0520765 | .0548592 | ,057198 | .0410550 | .0415278 | .0448096 
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.0736083 | .0527915 | .0972938 | .0512T94 | .0524134 | .0*13348 
.0843278 | .0781173 | .0428148 | .0556614 | .0512160 | .0585399 
„09 20341 | .0718827 | .U'9TO46 ` 0523302 | -0558757 | „0964125 
„01918148 | .0831457  .0"28907 | .0787959 D27088 | 0933977 

.07 29884 .0 11836 | .0521125 


5731218 . .0%71817 | 
201012039 | .0813758 ' .0*89084 | .0'48039 | „018088 
05245131 | .091814 | .0822473 | .0718614 | 0679333 


„02013233 | .0° 45416 | .0*65528 | 0$ 47918 
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